Matematicas I: Economia (AEEES)

Seminario: Matrices e Determinantes.

1. Matrices.

Definicién 1 Denominase matriz real de orde m X n a todo
conzunto formado por m X n elementos de IR ordeados en
m filas e n columnas.

Dendtase por M., «, 6 conxunto das matrices reais de
orde m X n.

Un elemento A € M,,,«,, € da forma:

a1 ... Qin
A= (aZ]) - ; : 3
Am1 ... Amn
onde a;; € IR denota o elemento situado na fila i-ésima e
na columna j-ésima de A, Vi=1,...,m,Vy=1,...,n.
Se m = n, a matriz chamase cadrada.
Os elementos do espacio vectorial My, chamanse matrices fila

ou vectores fila, e os do espacio vectorial M, «1 matrices

columna ou vectores columnea.

Duias matrices A = (a;;) e B = (b;j) de M,,»,, son iguais se a;; = by,

Vi=1,....mVy=1,...,n.



2. O espacio vectorial M,,,
Sexan A = (a;;), B = (bij) € Miyxn, definese:
-A suma: A+ B = (a;j) + (bij) = (aij + bij) € Mysn;
-O producto por escalares: pA = p(aij) = (pai;) € Mpxn, it € IR.
M.,xn €& suma e o producto por escalares, asi definidos,
é un espacio vectorial de dimension m X n.
Unha base é B={F,s;r=1,...,m;s=1,...,n}, onde E,,
representa a matriz de orde m X n que ten todolos
elementos iguais a cero salvo o correspondente a

r-ésima fila e s-ésima columna que ¢é igual a 1.

3. Producto de matrices
Sexan A = (a;;) € Mpxn € B = (bjr) € My
(observar que o niumero de columnas de A é igual 6 numero de filas de B).
Definese o producto das matrices A e B como unha nova matriz
C' = (cir) € Miyxp tal que
Cik = )iy Qigbj, =1, ,mik=1,...,p. B dicir:
ci1 = aiiby + agbor + - + abn

cit = aibip + apbop + -+ + a;nbug

Cmp = amlblp + CLmezp + -+ &mnbnp



Se A; denota a fila i-ésima de A e B7 a columna j-ésima de B,
Al AlBl e Apr
A A.B' ... A,BP

Nétese que o producto de matrices non é unha operacion in-
terna (a excepcion do caso de matrices cadradas), senén que
intervenien, en xeral, tres espacios (M,xn, Mpxp, Mpxp). Nétese
tamén que o producto de matrices non é conmutativo; é mais,

pode existir AB sen que exista BA. (Ver exercicio proposto 1b)
4. Alguns tipos de matrices

» Matriz trasposta: Dada unha matriz A € M,,«n,
chamase matriz trasposta de A & matriz que se obtén
de A cambiando filas por columnas.  Dendtase por A’.
Obsérvese que: A" € M, (A")' = A, (A+B) = A"+ B
e (AB) = B'A",

s Matriz simétrica: Unha matriz cadrada é

simétrica se Al = A.

» Matriz diagonal: Unha matriz cadrada A = (a;;) ¢
diagonal se a;; = 0 para todo ¢ # j.
Dendtase por A =diag(ay, ..., a,), onde a; = a;;.
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O conxunto das matrices diagonales de orde n X n é un

subespacio vectorial de dimension n de M,,«,,.

= Matriz identidade: E a matriz diagonal con a;; = 1

para todo 7. Denotase por I.

= Matriz triangular: E toda matriz cadrada tal que
a;; = 0 para todo i > j (triangular superior), ou ben a;; =0
para todo i < j (triangular inferior).
Noétese que as matrices diagonais son triangulares superiores
e inferiores. O conxunto das matrices triangulares superiores

(inferiores) de orde m x m é un subespacio vectorial de

dimension n(n + 1)/2 de M.

» Matriz inversa: Dada unha matriz cadrada A, dicese
que A~ é a matriz inversa de A se: AA'=A"T1TA=1.
A matriz inversa non sempre existe. No caso de existir é tnica.

Observar que: (AB)™! = B71A™! sempre que existan A™1 e B~L.

5. Determinantes

Sexa A € M,,», unha matriz cadrada de orde n x n, definimos

o determinante de A, det A, por recurrencia;
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Sen=1, A= (a), det A: = a.

air a2
Sen = 2, A= , det A: = a11a92 — A12a921.
az1 22

En xeral, se
ar ... Qaip

a/nl o o o ann
chamase menor complementario de a;j, A;;, 6 determinante da
matriz de orde n — 1 que se obtén de A 6 suprimir a fila i-ésima

e a columna j-ésima.

E chamase adzunto de a;; 6 ntimero real A;; = (—1)"A;.

Definese
det A:=a11A11 + apA2 + -+ - + a1, Aqp.
ail a2 ais
Exemplo 1 Regra de Sarrus: Se A = | a9 a9 asz | € Msys, temos
asyp az2 as3
que
a22 Q23 a21 Q23 a21 Q2
AH = det , Alg = —det , Alg — det
a3z ass as; ass as; Aas2
Asi que

det A = a1 A1 + a10A12 + a13A13 = ar1(axnass — agzass) + ar2(—ag1ass + assasi) + aiz(azasy — ageas) =

= Q11022033 + Q12023031 + (13021032 — (13022031 — (11023032 — A33012021 .
Propiedades

1. O determinante dunha matriz pode desenrolarse por calquera fila (columna).

2. A aplicacion det: M, x,, — IR é unha funcién lineal das suas filas (columnas).



6.

2. Calculanse os adxuntos da matriz trasposta A

. O intercambiar duas filas (columnas) dunha matriz o seu determinante cam-

bia de signo.

. O determinante dunha matriz con duas filas (columnas) iguais é nulo.

. O determinante dunha matriz é nulo se e s6 se as stas filas (columnas) son

linealmente dependentes.

. O determinante dunha matriz non varfa 6 sumar a unha fila (columna) unha

combinacion lineal das restantes. Como consecuencia, podese fixar unha fila
(columna) e sumar &s restantes multiplos adecuados da que esta fixa, de modo
que aparezcan ceros, facendo asi mais sinxelo o calculo do determinante.

. O determinante dunha matriz coincide c6 da sta trasposta.

. O determinante do producto de dias matrices é o producto dos seus deter-

minantes.

Calculo da matriz inversa

Dada unha matriz A € M,,«,,. Calcilase o seu determinante.
Se det A = 0, entéon A non ten inversa.

No caso contrario, para calcular a inversa de A:

1. Calcilase a matriz trasposta A’

t

ij» paratodoid, 7 =1,2,...,n.

3. A inversa de A, sera




7. Rango dunha matriz

Chamase menor de orden k dunha matriz A € M., «,, 6 determinante da matriz
cadrada k x k formada polos elementos que pertencen a k filas e a k£ columnas
da matriz A.

O rango dunha matriz A € M,,«, é a orde do maior menor non nulo de A.

Xa que logo, se o rango de A é k., todos os menores de A de orde superior a k
son nulos.

Observar que se A € M,,,«,, o rango de A é menor ou igual que m e que n.

1140
Exemplo 2 1.Sexa A=1 0 2 2 1 |. O rango de A é menor ou igual que 3.
0110

Para estudar o rango de A, comezamos estudando os menores de orde 3.

Como

temos que rango(A) = 3.

1
2.Sexa A= 0
1

S = O

1
1
1

N — DO

O rango de A é menor ou igual que 3.

Para estudar o rango de A, comezamos estudando os menores de orde 3.

Como
1 01 1 0 2 1 1 2 01 2

det | 01 1 | =0det| 01 1 |=0,det|{ 011 ]=0det| 1 11 | =0,
1 01 1 0 2 1 1 2 01 2

o rango de A non é 3.

Vexamos se é 2.

10

Como det ( 01

) =1+#0, xa temos que rango(A) = 2.



8.

Cuestions Propostas.

. O producto dunha matriz fila 1 X n por unha matriz columna n x 1 (nesa orde):

a) ¢ un numero real. b) é unha matriz 1 x n.
¢) é unha matriz n X n. d) non se pode efectuar.

. No producto de matrices, a propiedade AB = BA é:

a) verdadeira sé cando as matrices son cadradas.
b) falsa sempre. c) verdadeira sempre. d) falsa en xeral.

. Para que unha matriz A sexa inversible é necesario que sexa:

a) a matriz identidade. ~ b) a matriz nula.
¢) unha matriz cadrada. d) unha matriz simétrica.

. Para que unha matriz A sexa inversible é suficiente que:

a) A sexa cadrada. b) A sexa unha matriz diagonal.

c) A sexa cadrada e con columnas linealmente independentes.  d) A sexa simétrica.

0 1 . 21\ .,
5.SeA—(12>,amatr1zB—( 10)6.
a) a simétrica de A. b) a trasposta de A.
¢) a inversa de A. d) a adxunta de A.
6. Sexa A € M. Se existe A~!, pédese asegurar que:
a) n < m. b) m < n. c)m=mnedetA=0. d) m =n e rango(A) = n.
2 -1 1
7. O rango da matriz B=| 4 3 0 | ¢é
0 2 4
a) 0. b) 1. c) 2. d) 3.

1 =z 0
. Para que valores de x € IR o rango da matriz B = ( 5 -1 3 > é 37
2 0 2

1 1
a) x = 0. b) xz # —5 c) x = o d) Para ningin dos anteriores.
2 -1 1
. Orango damatriz A= 4 3 0 é
0 5 =2
a) 0. b) 1. c) 2. d) 3.
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11.

12.

13.

14.

SeA:<§ _?) eB:<(1) _§>,amatrizproductoABé

a>AB:<—1§ g) b)AB:(; —;g). C)AB:(g j(;).

d) Ningunha das anteriores.

SeA—(
-1 20 -1 20 -1 2 0
a) B = 0 —5 6 |. b) B = 0 -2 6 |. c) B= 1 -5 6 |.
—4 -8 1 —4 -8 0 4 -8 -1

d) Ningunha das anteriores.

N O W
N W O

1
5 — >, a matriz B que verifica que 2A+ B =51 é
4

Se B = ( (2) ; >, a primeira fila da matriz B> é

a) (8 19 ). b) (7 20). c) (6 17). d) Ningunha das anteriores.

1 -1 3 1 5 0
SeA<2 04) eB( 3 2 1>,amatriquueveriﬁcaque AB=C ¢
0 20 -1 0 -2

-5 3 =5 -1 3 -7 —-5 3 -7
a)C=| -2 10 -8 |. byC=1| -2 10 -8 |. c)C=1[ -2 10 -8 |.
8 4 2 —6 —4 2 6 4 2

d) Ningunha das anteriores.

1 0 —1
A segunda fila da matriz B que verifica que BD = 2C', sendo C = ( 0 3 0 )

-2 -1 3
eD( )é

a) (6 1 —4). b)(3 0 =3). «¢)(16 10 12). d) Ningunha das anteriores.

—_ O =
O W N
— = =



9. Exercicios Propostos.

1 1
1. Para as matrices A = 2 10 S M=11 -1 e
-1 11 0 1

N:

— = O

1
1
1

o O -

resposta razoadamente as seguintes preguntas:

a) Calcula, se é posible: A", M?!, Nt A= M-t N1 A+ M, A — M.

b) Calcula, se é posible, os seguintes productos:
A-M, A-N, M-A, M-N, N-A,L N-M, A-M-N, M-N-A.

Cando exista o producto, razoa que tamano ten a matriz producto resultante antes
de calculala.

c¢) Calcula, cando sexa posible, o determinante das matrices anteriores e indica cales
son inversibles e por que.

2. Dadas as matrices

11 2 4 -1 0 -1 3 1 -1 2
A=| -1 2 4 B=13 2 -1 C = 0 4 D = ( 1 2 5 )
2 31 0 5 =2 2 -1
calcula: a) 2A — 3B. b) (CD)! — A%. ¢) (3A — I3)(I3 — B).
d) AB — BA. ¢) ABA.

0
3. Dadas as matrices A= (2 -1 3) e B= ( 2 ), calcula AB e BA.
1

2 —1 1 -1
1 2| eB=|1 0
1 1 1 1
a) (A+ B)(A—B). b) A2—B% ¢) (A+ B)% d) A*+2AB + B%

. Por que as respostas dos apartados a) e b) non coinciden? ;E as de ¢) e d)?

O W =

2
4. Dadas as matrices A = ( 3 ), calcula:
4
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5. Dadas as matrices

1 -3 2 1 4 10 2 1 -1 -2
A= 2 1 -3 B=1 2 1 11 c=|3 -2 -1 -1
4 -3 -1 1 -2 1 2 2 -5 —1 0
Calcular AB e AC'. Observade que AB = AC, pero B # ()

.que conclusion podese sacar disto?

6. Mediante operacions elementais por filas, transformade as seguintes matrices en trian-
gulais superiores.

2(1)?; 0z 1 ?2—1(1) 2 -2
A= B = -1 0 -1 C= D= -1 3 4
-1 1 2 1 0 4 9 3 -2 1 2 1 _9 _3
3 2 1 2 4 0 2 1
7. Calcular o valor dos seguintes determinantes:
00 0O01 121 21
2 -1 (1)(1)}1 00021 00111
a) |1 1 2 b) 111 o1 c)|0 0321 d)J1 1000
11 1 1110 043 21 00112
5 4 3 2 1 1 2 2 11
8. Sexan A, B € My tales que |A| =3 e |B| = —2. Calcular:
1
a) [24]. b) |§B\ c) | — B|. d) |[BA|.
e) [(B*A). f) |(B'A'B)'.
9. Comprobade, sen necesidade de calcular o seu valor, que
3 5 6 3 15 1 2 7 11
a) 7T 5 4 5 25 0 4 5 13 son nulos.
10 10 10 1 57 12 4
1 4 -1
b) 10 20 =5 ¢ multiplo de 10.
2 8 —4
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