Matematicas I: Economia

TEMA 3: Sistemas de ecuacions lineais.

1. Formas matricial e funcional.
2. Teorema de Rouché-Frobenius.

3. Sistemas de Cramer.

4. Método de Gauss.
Aplicacién 6 calculo da inversa.

Introducciéon

Na maioria dos modelos matematicos utilizados polos economistas acaba por
aparecer un sistema de ecuacions lineais que hai que resolver.

A andlise input-output é unha area destacada da economia que usa os sistemas de
ecuacions lineais. Modelos como os baseados no traballo pioneiro de Wassily Leon-
tief The Structure of American Economy, 1919-1939 dan lugar a sistema de centos
de ecuacions que contenen centos de incégnitas. Este modelo, e noutros semellantes
desenrolados na antigua Unién Soviética por Leonid Kantorivich, tinan coma obxe-
tivo planificar a produccién de equipamento militar e outros suministros durante a
Segunda Guerra Mundial.

Para comprender estes enormes sistemas de ecuacions é necesario botar man de con-
ceptos como vectores, matrices e determinantes, que xa vimos nos temas anteriores
e que polo tanto estamos en disposicién de utilizar.



1. Formas matricial e funcional.

Definicion 1 Un sistema de m ecuacions lineais (en R) con n incogni-
tas ¢ unha expresion do tipo:

111 + A9y + + - + A1, = bl
91,1 + Q999 + + + + + A9 L, = bg
>
a;1T1 + ;9T + -+ - + AjpnTy, = bl
Am1T1 + QpaXo + -+ + QppTy, = bm

cona; € R, Vi=1,....m,Vj=1,....nebeR, Vi=1,...,m

Observacion 1 Tamén pddese escribir en forma matricial, AX = B,
T by

con A=(a;j) € Mysn, X=| : |eEMupaeB=| : | € Myx;

T, bm
denominadas matriz de coeficientes do sistema, matriz incégni-
ta do sistema e matriz dos termos independentes do sistema,
respectivamente.
01

Neste caso unha solucion do sistema serd un A = : e M, «1
On

que verifique AN = B

Observacion 2 Denotando por f:R" — R d aplicacion lineal defini-
da pola matriz A € M,xn, 0 sistema anteritor podese expresar tameén
mediante f(x) =05, con b= (by,...,b,) € R™.

Neste caso unha solucion do mesmo serda un o € R" que verifique

fla) =b.



Clasificacion dos sistemas de ecuacions lineais

Dependendo de que o sistema tena ou non solucion, o sistema denominase

compatible (se ten solucion) ou incompatible (se non ten solucion).
Se o sistema é compatible, dependendo do niimero de soluciéns, o sistema
denominase determinado (solucién tnica) ou indeterminado (infini-
tas soluciéns).

Se B = 6 o sistema denominase homoxéneo, ¢ s¢ B # 6 non ho-
moxéneo.

Observacién 3 Os sistemas homozéneos son sempre compatibles (sem-
pre tenen a lo menos a solucion trivial, x; =0, Vj =1,...,n), pero
poden ser determinados (a unica solucion € a trivial) ou indetermina-
dos (tenen mdis solucions que a trivial).

Conxunto de soluciéns dun sistema de ecuacions lineais

O sistema AX = B, ou f(x) = b, serd compatible (tera solucion) se, e s6

a1,
se, Be< {A, A% ... A"} > ouben b€ Imf;sendo A/ = :

-

CLmj
con 1 <7 <n.

Observacion 4 Se o sistema é homozéneo, AX =6 ou f(x) =0, seu
conzunto de solucions sera o nicleo de f, Sy = ker f, e polo tanto
subespacio vectorial de R".

Se o sistema non ¢ homoxéneo, pero é compatible,S = {a+u : u € ker f},
sendo f(a) = b (a0 € unha solucion do sistema). Neste caso S non
¢ subespacio vectorial. Notese que S terd tantos elementos como ker f
(ou s0 un, ou ben infinitos elementos).



2. Teorema de Rouche-Frobenius

Teorema 1 Un sistema de m ecuacions lineais con n incognitas,
AX = B, ten solucion se, e so se, Rg(A) = Rg(A|B), sendo

(A|B) € My xn+1) @ matriz ampliada do sistema (tédalas columnas
de A e por ultimo a columna dos termos independentes).

Ademdis, se Rg(A) = Rg(A|B), verificase:
Se Rg(A) = n, o sistema é compatible determinado (solucion tinica).

Se Rg(A) = r < n, o sistema € compatible indeterminado (infinitas
solucions).

Demostracién: Se f(r) = b é a expresion funcional do sistema AX = B,
Rg(A) = Rg(A|B) equivale a que b € Im f, e polo tanto a que o sistema tena
solucién; o que proba a primeira parte.

Ademais, se Rg(A) = Rg(A|B) = n, os vectores columna de A son linealmente
independentes, e polo tanto o modo de obter B como combinacién lineal deles € tinica
(solucién unica para o sistema); mentras que se Rg(A) = r < n entén dim Im f = r,
polo que ker f # {0} e o conxunto S = {a+ u : u € ker f} de soluciéns do sistema
tera infinitos elementos.

ar + y + 2z =1
Exemplo 1 Estudiar para que valores de “a” o sistema r + ay + z =a
r + Yy + az =ad’

ten solucion e para cales non a ten, para cales a solucion € unica e para cales ten
infinitas solucions.

— = Q

11
Solucién: Dado que det(A) = det ( a 1 ) =a*+2-3a=(a—1)72a+2).
1 a

Sea#1ea# —2,det(A) # 0; e polo tanto Rg(A) = 3 = Rg(A|B). Nestes casos o sistema ten
solucion; como ademadis o rango coincide ¢6 nimero de incégnitas a solucion é tnica.

— =
I = T
[ e
— =

Se a = 1, Rg(A|B) = Rg ( ) =1 < 3 = n? incdégnitas. Neste caso o sistema ten

infinitas solucions.



Se a = =2, Rg(A) = Rg 1 =2 1 | =2, posto que _? _; ‘ = 3 # 0; mentras que
1 1 -
1 1 1
Rg(A|B) =3,xaque | =2 1 —2 | =9 # 0. Neste caso o sistema non ten solucién.
1 -2 4

3. Sistemas de Cramer

Definicién 2 Un sistema de ecuacions lineais, AX = B, ¢ de Cramer

se A€ My, e Rg(A) =n.

Teorema 2 Todo sistema de Cramer é compatible e determinado.

Regra de Cramer: Sexan AX = B un sistema de Cramer, e « a stia tinica solucién, a = A~!B.

A Ay 0 A
1 1 A Ay ... A,
Como A~ = Epr (Ay)' = T 312 . o ? , sendo A;; o adxunto de a;;;
A Asn .. Ann
Qq A Ay o0 An by biAn +baAg + ...+ DA
Qo 1 A Ay ... Ao by 1 biAia +baAgo + ...+ by Ao
& fr fry =
: det A : . : : det A :
(079 Aln A2n o Ann bn blAln + b2A2n +...+ bnA'rm
bl a1 ... QAip
1 1 b2 Qo9 ... QA9p
Pol t — —— b A A .. Al =
olo tanto, a; et A[bl 11+ boAg + -+ + b A et A det
bn Apo ... QApp
a1 bl aiz ... Qipn
1 1 asi by ax ... ag,
Qg = detA[blAm + byAgy + - + by Ane] = ot A det
an1 bn ap3 ... Qnp
app ...a-1 b a1i41 Q1n
1 a1 ...G2i—1 by a2i+1 Qon
E l o = —[bi Ay Aot A ] =
n xeral, &; det A [bl 1z+b2 2+ +bn m] det A det . .
Qp1 ... 0api—1 bn - Apit1 Qnn
20— Yy — 2z = -2

Exemplo 2 Dado o sistema  —x + y + 2z =0
r — 2y + 2z =38

comproba que € un sistema de Cramer e obtén a sua solucion, aplicando a regra de

Cramer.



Solucién: En efecto o sistema é de Cramer posto que det(A) =| =1 1 1 |=2#0, e polo
1 -2 1
tanto Rg(A) = 3 = n? incdgnitas. A solucién sera
-2 -1 -2 2 =2 =2 2 -1 =2
0 1 1 -1 0 1 —1 1 0
82 v 2 o |18 ) -4 |12 8] 6_,
e it ik e Bt it e

4. Meétodo de Gauss

Sistemas equivalentes.

Definicién 3 Dous sistemas de ecuaciones lineais son equivalentes se tenen as mes-
mas solucions.

Poden obterse sistemas equivalentes a un dado mediante:

1) Cambiando a orde das ecuaciéns.

2) Multiplicando unha das ecuaciéns por un numero real distinto de cero.
3) Eliminando unha ecuacién que sexa combinacién lineal das restantes.

4) Sumando a unha ecuacién unha combinacién lineal das restantes.

Método de Gauss: Consiste en transformar o sistema de partida en outro equi-
valente a él pero mais facil de resolver, utilizando a matriz ampliada do sistema.

anTy + -+ apr, = b
. agTy+ -+ ATy = by , : .
Para o sistema , "t 7 o método de Gauss consiste en ir trans-
Am1T1 + -+ + GppTyn = bm

formandoo en sistemas equivalentes, utilizando a matriz ampliada, do seguinte modo:

aiyr ... Qp bl a1 Qa2 ... Qin bl
a1 ... QA9pn bg — 0 Qo2 ... Qo (6) —
(A1B) = N I .
se aiy 7# : : - : : se g 7
Ami -+ CGmn | b 0 ame ... Qumnl| Qm
b a;; Q2 Az ... ... Qip b1
a1 a2 a1z ... dQin 1 0
0 Qoo Q23 ... ... Q9pn (6]
Qoo Qg3 ... Qgp | Q2 0 0
0 0 633 SRR ﬁi’)n ﬁi’)
Bz oo Ban | B3 | - = ST , _
: i ' ) ' 0 ... ... 0 Op ...| 0
0 0 ﬂm?) cee 6mn ﬁm
0 ... 0 0 ... 0 |%mn




Se 7,41 # 0, o sistema ¢ incompatible, pois Rg(A|B) > Rg(A).

Se 7,11 = 0, o sistema é compatible, pois Rg(A|B) = Rg(A); e, neste caso, se r = n
o sistema ten solucién unica (de d,,2z, = §, obtense o valor de x,; con ese valor de
T, e a ecuacién anterior, obtense o valor de x,,_1 e asi sucesivamente).

Se r < n, pasanse 6 2° membro x,,1, -, x,, e calcilanse x1,---,x, en funcién de
Tpi1, -, T, € R (infinitas soluciéns).

r + 2y + z =0

Exemplo 3 Resolver, utilizando o método de Gauss, o sistema { 2x + 4y — z =1 .
3r + 6y =1
Solucion:
1 2 110 Fy, —2F, 1 2 110 N 1 2 110
2 4 —1]1 ~ 00 =3[t ] T |00 =31
36 01]1/) F,—3F, \0 0 —3]|1 5772000 0|0

t+ A+ 2 =0 . As soluciéns son S = {(3 —2y,y, —3) : y € R}

ist ivalente é
O sis emaequwaenee{ _ 3, —1

Aplicacién do método de Gauss 6 calculo de A~!

Sexa A € M,,, unha matriz inversible (3 A~ € M,,.,, tal que AA™L = A71A =1).

Denétanse por Aj,---, A, as filas de A e por C!,---,C™ as columnas de A~!. Dado que

Ay ACY A C? L. ACM
1 2 n
AA = 42 ( ct ¢? ... ¢cn ) — A2_C AZ'C A2¢
An A, 0t A C? L ACT
1 0
01 ... 0 , 1 se 1 :,]
-1 g g () = L=
e por outra parte AA I SRR obtense que A;C7 = §;; { 0 se it
0 0 1
1 0 0
1 .
ou ben AC! = . Ac? = 0 |, ., AC" = O
0 0 1

Polo que cada columna, C?, de A~! pédese considerar como a solucién (tinica) do
sistema AX = E/, sendo E’ a matriz columna de coordenadas do j-ésimo elemento
da base canodnica.

Como todos eses sistemas tenen a mesma matriz de coeficientes, pédense resolver
conxuntamente utilizando o método de Gauss.



110

Exemplo 4 Calcular a inversa de A= 1 0 1 |, utilizando o método de Gauss.
011
Solucién:
11 0[{1 0 O 1 1 0] 1 00 —F 11 0 1 00
1 0 1{0 1 0 r_F 0O -1 1|—-1 1 0 ~ 01 -1 1 -1 0
01 1/00 1 >t \o0 11l 001/ B+ \NO0OO 2/-1 11
1/2F, 110 1 0 0 10 0| 1/2 1/2 —1/2
~ 010 1/2 —1/2 12| T (010 1/2-12 1/2
Fy+1/2F \ O 0 1|-1/2 1/2 1/2 P2 \o o0 1 -1/2 120 12
/2 1/2 —1/2 L[ 11
Polo tanto A™! = /2 -1/2 1/2 | == 1 -1
~1/2  1/2  1/2 -1 1 1

Exercicio 1 Obtén para cada caso a matriz inversa. (Usa-lo método de Gauss).

133 12 —1 10 2 - é g}g
M={|143] N=[0o1 2| A=[210 B:(12> e
13 4 11 2 011 0 13 3

EN|
|
w
|
w
(e
|
(S5
ot
—
[N}
|
N}

Solucién: M~! = -1 1 0

|
R
I
|
B
w
|
N

) 1 4 =2

1 2 —1 1 3 6 -3 —3
-1 _ =+ ) -1 _ =
B 3(_1 2), C

1 11 -1 —4

ar + by + z =0
Exercicio 2 Estudiar para que valores de “a” e ‘D" o sistema r + aby + 2z =
r + by + az =0

ten solucion e para cales non a ten, para cales a solucion € unica e para cales ten
infinitas solucions.

Solucién: O sistema sempre ten solucion, posto que é homoxéneo.

a b 1
Ademadis, como det(A) = | 1 ab 1 |=a’b+ 2b— 3ab=b(a® —3a+2) =
1 b a
=bla—1)*(a+2),seb#0,a#1ea# —2, asolucién do sistema ¢ tinica.
Noutro caso o sistema ten infinitas soluciéns.



3r — Ty =a
r + y =b
br — 13y =5a —2b
r + 2y =a+b+1

Exercicio 3 Estudiar para que valores de “a” e ‘D" o sistema

ten solucion e para cales non a ten, para cales a solucion € unica e para cales ten
infinitas solucions.

3 —7la 1 1]b 1 1]b
o 1 10b 0 —10|a—3b 0 1|a+1
Solucién: Como | o 1 o [~ | o _ig|50_7 0 0|11a—3b+ 10
1 2la+b+1 0 1la+1 0 0|23a—7b+18

o sistema de partida so tera solucion, e ademadis unica, se a e b son solucién do

sistema 11a—3b+10:0.0 sexa se
23a—Th+18=0 """
—10 -3 11 —10
B —18 -7 _70-54 ). b 23 —18 1984230 4
o1 -3 =87 Sl =3 =8
23 -7 23 —7
3r — Ty =a
r 4+ y =0

Exercicio 4 Estudiar para que valores de “a” e “D” o sistema 50 — 13y —ba—2b

r + 2y =a+b—-1
ten solucion e para cales non a ten, para cales a solucion € unica e para cales ten
infinitas solucions.

3 —Tla 1 110 1 1|6
Solucion: Como ! Lo ~| 0 —10pa—3b 0 lla—1

5 —13|5a—2b 0 —18|5a—T7b 0 0]1la—3b—10

1 2la+b—-1 0 lla—1 0 0|23a—7b—18

o sistema de partida s6 tera solucién, e ademadis unica, se a e b son solucién do

Sistema{ lla—36—10=0 ; Ol sexa se
23a —Tb—18=0"
10 -3 11 10
Y 18 —7 _—7O+54_2. _|23 18|1982304
11 =3 —8 ’ 11 -3 —8
23 -7 ‘23 —7‘




r+y+z = a
Exercicio 5 Para o sistema { ax — by + z 0 , scal das sequintes afirmacions
br —ay+z = ab

¢ FALSAY

a) Se a =0 o sistema é compatible.

b) Sea=2 eb=3 o sistema é compatible determinado.
c) Sea=">b+#0 o sistema € incompatible.

d) Se a = —b=1 o sistema é compatible indeterminado.

1 1 1]a 1 1 1 a 1 1 1 a
Solucién: Como a —=b 1|0 ~| 0 =b—a 1—a|—a? ~| 0 a+b a—1]d?
b —a 1]ab 0 —a—b 1-b| 0 0 0 a—>b|a?

se a # b e a# —b o sistema ten solucién tnica (resposta b) correcta).

1 1 1 b
Sea=>bqueda | 0 20 b—1|b* |, e polo tanto se @ = b = 0 o sistema ten
0 0 0 b

infinitas soluciéns (resposta a) correcta), pero se a = b # 0 o sistema é incompatible
(resposta c¢) correcta).

11 1 —b
Sea=—bqueda | 0 0 —b—1|b* | polo que Rg(A) = 2 e o sistema non
00 —2b | b
podera ter solucion tnica.
1 1 —b
Agoraben, como |0 —b—1 & |=0(b—1), sea=-b=0oua=-b=—1
0 —2b b
o sistema
é compatible indeterminado, pero se a = —b # —1 o sistema é incompatible

(resposta d) falsa).

Exercicio 6 Resolver, utilizando o método de Gauss, os sequintes sistemas:

r + 2y + 2z =0
a)s 2z + 4y — 2z =1
y — 3z =1

10



1 2 110 1 2 110 1 2 110
Soluciéon: Como (AB)=( 2 4 —-1|1 |~[ 00 =3|1 ]~ 01 —=3|1 ] osis-
01 —=3|1 01 —=3|1 0 0 —=3|1
r + 2y + 2z =0 1
tema equivalente é y — 3z =1 ,easla solucic’)n:z:——,y:O,x:—z:g.
— 3z =1
r + y + =3
b)< 2x — y — 2z =0
3x 5
1 1 1/3 1 1 1] 3 11 1] 3
Soluciéon: Como | 2 -1 —-1|/0 | ~| 0 =3 =3|—-6 | ~ | 0O 1 1| 2
3 0 05 0 -3 —-3| 4 0 0 0]10

o que da lugar a un sistema equivalente que ¢ incompatible, non ten solucién.

([ x — y + 2z + 3t = 0
3r — 3y + 2z + 5t =-2

c) —x + vy -t =1
22 + 2t = 1

| 22 + 2y + 2z = 3

1 -1 2 3 0 1 -1 2 3 0

3 -3 2 5|2 0 0 —4 —4)-2 1 -1 2 3]0
Soluciéon: Como| -1 1 0 —-1] 1 |~ 0 0 2 2| 1 N(o 0 2 2|1

0 0 2 2 1 0 0 2 2 1

-2 2 2 0 3 0 0 6 6 3

r+2z = y—3t

o que da lugar 6 sistema equivalente { 6, _ 1_ o due ten por solucion:

1
r=y—1t—1, z:—t+§, y, teR

Problemas Propostos.

1. Nun mercado de competencia perfecta considéranse dous bens: A e B, que tenen prezos unitarios
en euros pu e pg, respectivamente. Sabendo que as funcions de oferta e demanda do ben A
son Sy = 5+ 2ps —p, Dy = 3 — 6pa + 5pp, e as do ben B son Sp = 3 — 2p4 + 4pp,
Dp = 14 + 3pa — pp; calcular os prezos unitarios de cada ben para que o mercado estea en
equilibrio.

11



2. Consideremos unha economia dividida nun sector agricola (A) e un sector industrial (I). Para
producir unha unidade de A necesitase 1/6 de unidade de A e 1/4 de unidade de I. Para producir
unha unidade de I necesitase 1/4 de unidade de A e 1/4 de unidade de I. Se as demandas finais
en cada un dos dous sectores é de 60 unidades,

a) escribe o sistema de Leontief para esta economia.

b) calcula o nimero de unidades que hai que producir en cada sector para cubrir as demandas
finais.

3. Consideremos un modelo input-ouput con 3 sectores. O sector 1 é industria pesada, o sector 2
é industria lixeira e o sector 3 é agricultura. Suponamos que os requerimentos de input estan
dados pola seguinte taboa:

Industria pesada | Industria lixeira | Agricultura

Unidades de bens de industria pesada a;; = 0,1 as = 0,2 a;s = 0,1
Unidades de bens de industria lixeira as; = 0,3 as = 0,2 asz = 0,2
Unidades de bens agricolas az; = 0,2 age = 0,2 ass = 0,1

Suponamos que as demandas finais dos tres bens son de 85, 95 e 20 unidades, respectivamente.
Se x1, o e r3 denotan o nimero de unidades que hai que producir en cada sector, escribe o
modelo de Leontief para o problema. Comproba que x; = 150, x5 = 200 e x3 = 100 é unha
solucién. ;Ten méis soluciéns? Razoa a resposta.

4. A condicién de equilibrio para o prezo de 3 bens dun mercado relacionados entre si da lugar
pt+p2t+ps = 6
0 seguinte sistema de ecuaciéns lineais: p; +p2 —ps = 0 7, sendo py, ps € p3 0s prezos dos
2pr—pat+ps = 3
3 productos. Calcular os prezos de equilibrio.

5. Nunha economia hai 3 sectores productivos: A, B e C. Na seguinte tdboa dase a cantidade de
producto de cada sector necesaria para producir unha unidade de producto dos outros sectores
e del mesmo. Sabendo que a demanda final é de 1200 unidades do producto do sector A, 3400 do
sector B e 140 do sector C, calcular a produccion que debe alcanzar cada sector para satisfacer
estas demandas.

Sector A | Sector B | Sector C

Sector A 0,6 0 0,3
Sector B 0,4 0,2 0,6
Sector C 0 0,3 0,6

12



Cuestions Propostas.

1. Dado o sistema AX =6, con A € M,,x,, podemos asegurar que:
a) O seu conxunto de soluciéns é {x € R"/ f(x) = 0}, sendo f a aplicacién lineal definida por A.
b) O seu conxunto de soluciéns é o conxunto baleiro.

¢) Sempre ten unha tnica solucién. d) Sempre ten infinitas soluciéns.

2. Para o sistema AX = B, o teorema de Rouché-Frobenius asegura que:
a) O sistema é homoxéneo se o término independente é o vector cero.
b) O sistema é compatible se ten solucién, e incompatible se non a ten.
c¢) O sistema é compatible se, e s6 se, rg(A) = rg(A|B), sendo (A|B) a matriz ampliada do sistema.

d) Se B = 0, o conxunto de soluciéns do sistema é o nicleo da aplicacién lineal definida por A.

3. Se AX = 6 é un sistema de Cramer, entén:
a) E incompatible. b) E compatible indeterminado. ¢) A tnica solucién é X = 6.

d) E compatible pero non hai datos para saber se é determinado ou indeterminado.

4. ;Cal das seguintes afirmaciéns é FALSA?
a) Todo sistema homoxéneo ten solucién tnica.
b) Se AX = B ¢ un sistema de Cramer, entén Rg(A) = Rg(A|B) = ntmero de incdgnitas.
c) Se Rg(A) = Rg(A|B) < nimero de incégnitas, entén o sistema é compatible indeterminado.

d) Se un sistema é de Cramer e homoxéneo, a dnica solucién que ten é o vector cero.

5. ;Cal das seguintes afirmaciéns é FALSA?
a) Un sistema homoxéneo é sempre compatible. b) As soluciéns dun sistema forman un espacio vectorial.

r+y=0

c¢) Un sistema homoxéneo pode ser indeterminado. d) (0,0) é a unica solucién do sistema { r—y=0 "

6. Sexa AX = B un sistema compatible de m ecuaciéns e n incégnitas. AX = B ten solucién tnica se:

a) Rg(A) =m. b)Rg(A) <m. c¢)Rg(4)=n. d)Rg(A)<n

7. Se AX = B, é un sistema de m ecuaciéns e n incégnitas e m < n, entén pdédese afirmar que:

a) O sistema é incompatible. b) O sistema non é compatible determinado.
c¢) O sistema é compatible indeterminado. d) Ningunha das respostas anteriores é correcta.

ax + by

br+ay =0 con a,b € R, a>0,b>0,a # b verifica:

8. O sistema {

a) E compatible determinado. b) E compatible indeterminado.
¢) E incompatible. d) Ningunha das respostas anteriores é correcta.

z+ y —z =0
9. O sistema y —z =0 verifica:
x +z =0

a) E incompatible, porque é homoxéneo. b) E compatible, porque é homoxéneo.
¢) Non é homoxéneo. d) Ten soamente tres soluciéns: x =0, y =0, z =0.

13



r+y=1

5d :
g1 pédese asegurar que

10. Sobre o sistema {

a) Non é un sistema, porque as dias ecuaciéns son a mesma.

)
b) E un sistema compatible determinado, porque ten s6 dias soluciéns distintas.
c) E un sistema compatible indeterminado.

d) E un sistema incompatible, porque a solucion, se existe, é Unica.
11. Se AX = B é un sistema de n ecuaciéns e n incognitas, verificase:
a) E de Cramer e ten solucién tnica. b) E compatible con unha ou mais soluciéns dependendo do rg(A).
¢) No caso de ser compatible ten n solucidns. d) Ningunha das respostas anteriores é correcta.
12. Se AX = B é un sistema homoxéneo de m ecuaciones e n incognitas, verificase:
a) A tnica solucién do sistema é a trivial. b) E un sistema compatible e se n = m ten solucién tnica.

¢) E un sistema compatible, pois o vector cero é solucién. d) Ningunha das respostas anteriores é correcta.

13. Se AX = B é un sistema de ecuaciéns lineais tal que Rg A # Rg(A|B), entén:

a) O conxunto de soluciéns do sistema é un subespacio vectorial. b) O sistema non ten solucién.
¢) O sistema ten solucién unica. d) O sistema ten infinitas solucidns.
2 =1
14. O sistema { z+ 3y 3 verifica:
—r+y =1

a) Ten dias soluciéns, x =2 e y = 3. b) Ten infinitas soluciéns, entre elas x = 2, y = 3.

¢) E incompatible. d) Ten solucién tnica.
r 0 O
15. ;Para que valores de r poderfaser A= 1 —1 —2 | unha matriz de cambio de base?
0 -4 1
a) r=0. b) r # 0. c)VreR d) Para ningin r € R.

16. O sistema AX = 0, con A a matriz do exercicio anterior, verifica:
a) Ten solucién tnica calquera que sexa r. b) Ten solucién dnica s6 se r # 0.
¢) Non ten solucién se r = 0. d) Ten infinitas soluciéns calquera que sexa r.

ax + y + 2z =0
17. Dado o sistema x + ay + =z =0 ,;paraque valores de a € R o sistema ten solucién unica?
r + y — z =0
a) Sempre, porque é homoxéneo. b) Sempre quea #1lea# —3. c¢)Sea=-3. d)Sésea=1.
18. ;Para que valores de a € R o sistema do exercicio anterior ten infinitas soluciéons?

a) Sempre, pois é homoxéneo. b) Sempre que a #1ea# —3. ¢) Sea=—-3oua=1. d) S6sea=1.

Exercicios Propostos.

1. Discute e resolve os seguintes sistemas para tédolos posibles valores reais de a e b.

3r—y+2z =1 ar+y =1 ar+y =b T—Yy =a
r+4y+z =b r+az =0 204+ 2z =a 2ar+z =b
2c —by+az = -2 ay+z =5b ax —z =2b ax+ay+z =3

r—y+3z =1

ar+(a+l)y—2z =b Zo8t =-1 r+by+az =1 y+3z =a+b

3z—at =a+1
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Apéndice: Modelos de Leontief

En xeral, o modelo de Leontief describe unha economia de n industrias entrelazadas, cada
unha delas produce un tnico ben utilizando s6 un proceso de produccién.

Cada industria debe usar, para producir o seu ben, materias primas procedentes das outras.
Por exemplo, a industria do aceiro necesita productos da industria do carbon e de outras moitas.

Ademais de suministrar o seu propio producto a outras industrias que o necesiten, cada industria
debe facer fronte & demanda externa do seu producto que provén de clientes, gobernos, etc.

A cantidade de produccién que se necesita para cubrir a demanda externa chamase demanda final.

Designemos por: x; 6 n¢ total de unidades do ben ¢ que vai producir a industria ¢ nun certo ano.
a;; 6 nimero de unidades do ben ¢ que se necesitan para producir cada unidade do ben j.

Suponemos que as necesidades de materias primas son directamente proporcionais & produccién, polo

que a;;z; serd o numero de unidades do ben ¢ que se necesitan para producir x; unidades do ben j.
Para que se poda dar unha produccién (z1, z9, - - -, x,), a industria ¢ necesita suministrar un total de
;11 + QT + - + Qin Ty

unidades do ben 7. Se queremos que a industria ¢ suministre ademdis b; unidades para cubrir a
demanda global, entén o equilibrio entre oferta e demanda exixe que

T; = Q101 + QLo + -+ + QinTy + bz
Esto debera verificarse para todo i = 1,2, -+, n, polo que teremos o seguinte sistema de ecuaciéns:

1 = a111 + 199 + -+ A1nTn + b1

To = A21X1 + A92T9 + -+ + A9y + bQ

Ty = Ap1T1 + Ap2Zo + + - + ATy + bn

Pasando a esquerda todolos termos con incégnitas e reagrupando os que dependen da mesma variable,
temos os sistema:

(1 - all)ﬂﬂl — 12Ty — = Q1pTy = by
—ag1%1 + (1 — ag)ry — -+ - — agny, = by
—Ap1T1 An2To — -+ (1 ann)xn = bn

Esto é o que se conece como sistema de Leontief.
Os numeros a1, a2, - - -, Gy, chamanse os coeficientes técnicos ou coeficientes de input.

Para un conxunto (b, b, ---,b,) de cantidades de demanda final, unha solucién (xy, zs,--,x,) do
sistema anterior dara a produccion que cada industria debe realizar para cubrir as necesidades das
outras e a demanda final.

Por suposto s6 ten sentido para valores non negativos das x;.
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Para ver a importancia dos sistemas de ecuaciéns lineais en economia, méstrase a continuacién
un sinxelo exemplo do modelo input-output debido a Leontief.

Exemplo 5 Unha economia ten 3 industrias: pesca, madeira e construccion de barcos.
Para producir unha tonelada de pescado requirense os servicios de n barcos pesqueiros.

Para producir unha tonelada de madeira requirense p toneladas de pescado para alimentar 6s madereiros.
Para producir un barco pesqueiro requirense m toneladas de madeira.

Estas son as unicas materias primas que cada unha das 3 industrias necesita. Suponamos que non
hai demanda final (externa) de barcos pesqueiros. Calcular a produccion bruta de cada industria se
hai que cubrir a produccion de dy toneladas de pescado e dy toneladas de madeira.

Solucion: Sexa x; o nimero total de toneladas de pescado que hai que producir, x5 0 nimero
total de toneladas de madeira, e x3 o nimero total de barcos pesqueiros.

Consideremos primeiro o pescado. Como se necesitan pzro toneladas de pescado para producir
x9 de madeira, e como a demanda final de pescado é dy, deberda cumplirse que z; = pzry + dy (A
produccién de barcos de pesca non require consumo de pescado, logo non hai termo en x3).

A produccién de madeira faise segun a ecuacién xo, = mxs + ds. Finalmente, s a industria
pesqueira necesita barcos, non hai demanda final neste caso, asi que x3 = nx;.

Polo tanto débese satisfacer o seguinte sistema

Ty = pry+dy
Lo = I3 + d2
T3 = NIy
Resolvendo o sistema obtense que
. _d1+pd2. . _nmd1+d2‘ _nd1+npd2
YTl ompm T 1—mpm 1 —npm

Claramente esta solucién s6 ten sentido se npm < 1 (xa que se npm > 1, é imposible para esta
economia cubrir calquera demanda final de pescado e madeira - a produccién é demasiado ineficiente. )

16



