Matematicas I: Economia

TEMA 1: Espacios Vectoriais.

1. Definicions.
2. Dependencia e independencia lineal.
3. Subespacios.

4. Bases. Dimension.

Introduccién: Dende o punto de vista abstracto ou formal, o Alxebra Lineal fun-
daméntase nunha estructura alxebraica denominada espacio vectorial. Neste tema pre-
sentaremos esa estructura e os conceptos e resultados fundamentais relacionados con ela,
que na sia maior parte dedicense a partires das nociéns de dependencia e independencia
lineal e de sistema xenerador.

Pero, ;que ten esto que ver ca Economia? Vexamos un exemplo sinxelo:

Suponamos que unha tenda vende n bens distintos, designados por Vi, V5, .-+, V,,. Ca-
da mes andtase a cantidade ay, as, - - -, a, de cada ben que hai en existencia. Para traballar
posteriormente con estes datos convén representalos mediante un conxunto ordeado de
numeros (ag, as, -+, a,) que se distingue non s6 polos elementos que contén senén pola
orde en que se colocan, é dicir por un vector (elemento dun espacio vectorial) de IR".
Polo tanto convén ter claro que “operaciéns”podemos facer con estes elementos, e que
propiedades tenen ditas operaciéns, para poder abordar sen dificultades operativas os
problemas econdémicos.

A maior parte dos problemas econémicos resélvense en IR", asi que, ainda que o tema
estea plantexado para un espacio vectorial real calquera, os exemplos faranse fundamen-
talmente en IR".

O longo de todo o tema intercalaranse exercicios resoltos cés resultados tedricos e
exemplos de aplicacién. O final proporanse cuestions, exercicios e problemas de enunciado
econémico relacionados cas cuestiéons tedricas vistas no tema. Por iltimo habera un par
de seccions de cuestions e exercicios globais resoltos que permitan arrancar e ter unha
guia na resolucién dos propostos.



1. Definicidns.
En IR" = {(z1,29,...,2,),7z; € IR} podemos definir as seguintes operacidns:
Suma : Se x=(z1,%2,...,%), Y= (Y1,%2...,yn) € IR"
Xx+y=(T1+y,2r2+Y2,...,0+Yyn) € R

Producto por numeros reais: Se X = (x1,29,...,2,) € IR" e A € IR

AX = (Axy, AT, ..., A\x,) € IR"

Estas operacions verifican as seguintes propiedades:
1. Asociativa: (x+y)+z=x+(y+2z), Vx,y,z € IR".
2. Elemento neutro: 30 € IR" tal que x+0 =x, Vx € IR" (§ = (0,...,0) € IR").

3. Elemento oposto: Vx € IR", 3—x € IR" tal que x + (—x) = 0.
Nota: se x = (21,22, ...,%y), =X = (—x1, =T, ..., —Ty).

4. Conmutativa: X+y=y+x, Vx,y € IR".

5. Asociativa para escalares: a(fx) = (af)x, Vx € IR", Vo, € IR.

6. Distributiva para escalares: (a4 B)x = ax + px, Vx € IR", Yo, € IR.
7. Distributiva para vectores: a(x+y)=ax+ay, Vx,y € IR", Ya € IR.

8. Elemento neutro para escalares: d1 € IR tal que 1x =x, Vx € IR".

Nota: Os elementos de IR" denominanse vectores e os de IR escalares.
Definicion 1 Un conxzunto V mno que estan definidas dias operacions:

suma de vectores (+) u+veV, Yu,veV

producto por escalares (1) r-veV, YoeV, VrelR

verificando as propiedades

1. Asociativa: (u+v)+w=u+ (v+w), Yuv,welV.

2. Elemento neutro: 3'0ecV tal que v+0=v, YoeV.



3. Elemento oposto: Yv eV, 3 —v eV tal que v+ (—v) = 0.

4. Conmutativa: u+v=v+4+u, Yu,veV.

5. Asociativa para escalares: a-(B-v)=(af) v, YveV, Va,[ € IR.

6. Distributiva para escalares: (a+B)-v=a-v+p-v, Y€V, Va, € IR.
7. Distributiva para vectores: a-(u+v)=a-uta-v, Yu,v €V, Ya € IR.

8. Elemento neutro para escalares: dl1 € IR tal que 1 -v=v, Yv e V.

chdamase espacio vectorial real, ou IR-espacio vectorial ou simplemente
espacio vectorial.

Propiedades: Se (V,+,-) é un espacio vectorial, verificase:
1. M0 =0, VA€ IR. Xaquesev eV, \v=Av+60) = v+ A\, polo tanto A0 = 6.
2. 0v=10, Yve V. Xa que se A € IR, \v = (A+0)v = \v+ Ov, por tanto Ov = 6.
3. (—Nv=—=\)=A(-v), VA€ IR, Yve V. Pois (—\v+ v =(-A+Av =
=0-v=0eA-v)+v=AN-v+v)=A-0=0,VA\€ IR, YveV.

4. Sexan A€ IRev € V. Se \v =60 entén A =0 ou v = 6.
En efecto, se \ # 0 existe A™! € IR tal que A\~ = A\"'\ =1 e polo tanto

W=0=X' ) =Xx"=>A" A\ w=0=1-v=0=v=10

Como se pode observar, son as propiedades que estamos acostumbrados a
utilizar nas operaciéons con nimeros.

Exercicio 1 En IR?> = {(x,y) : 7,y € IR} estan definidas as operaciéns:

(x,y) + (a,b) = (x + a,y + 1)
r(z,y) = (re,ry) Y(z,y), (a,b) € IR?, Vr € IR.
r*(a,b) = (ra,0)

Comprobar que (IR* +,:) é un espacio vectorial pero (IR?, +,*) non é espacio
vectorial.



Solucién: No primeiro caso, (IR?, +,-) verifica as seguintes propiedades:

1. Asociativa: [(z1,22) + (y1,92)] + (21, 22) = (1 + Y1, T2 + Yo2) + (21, 22) =

= ([z1 + 1] + 21, [22 + 2] + 22) (:) (14 [y + 21], 20 + [y2 + 22]) = (21, 22) + (Y1 + 21,92 + 22) =
1
= (w1, 22) + [(y1,92) + (21, 2)], V(21 22), (Y1, 42), (21, 22) € IR*.

(1) Pola propiedade asociativa da suma nos niimeros reais.

2. Elemento neutro: 360 = (0,0) € R?* / (z1,22)+(0,0) = (21 4+0,22+0) = (z1,22), Y(21,22) € R*.
(2)

(2) Por ser o cero o neutro da suma en IR.

3. Elemento oposto:  V x = (21,22) € R?, 3 —x = (—x1,—122) € IR? tal que

X+ (=x) = (v + (—21), 12+ (—22)) = (0,0).
(3)

(3) Por ser —x1, —x2 os opostos de 1,22 € R.

4. Conmutativa: (z1,x2) + (y1,92) = (1 + y1, 22 +y2) = (1 +x1,y2 + 23) =
(4)
= (y1,92) + (21, 22), V(21,22), (V1,92) € IR?.

(4) Pola propiedade conmutativa da suma de nimeros reais.

5. Asociativa para escalares: «[f(z1,za)] = a(Bx1, fxe)] = (a[fx1], a[fxs]) = ([af]zy, [af]zs) =
(5)
= [af](x1,x2), V(z1,22) € R?, Vo, € R.

(5) Pola propiedade asociativa do producto de niimeros reais.

6. Distributiva para escalares: [a + 3](x1, x2) = ([a + Blxy, [+ Blze) = (axy + Bry, axy + frg) =
(6)
= (Oéll'l, OZCL'Q) + (ﬁ'xlaﬁxQ) = a($1,l’2) + ﬁ(xla 1'2), V(:I:la x2) € B27 \V/O!,ﬁ € R.

(6) Pola propiedade distributiva do producto respecto 4 suma de ntimeros reais.

7. Distributiva para vectores: «a[(x1, %) + (y1,y2)] = a(z1 + y1, T2 + y2) = (az1 + y1], afz2 + 1o]) =
(6)

(axy + ayy, axs + ayo) = (axy, axs) + (ayr, aye) = a(z1, z2) + alyr, y2), V(z1,22), (Y1, 92) € R? Va € R.

8. Elemento neutro para escalares: 31 € IR tal que 1(xy,22) = (12, lzs) = (11, 22), Vo, x9) € R2

(8)

(8) Por ser o un o neutro do producto de nimeros reais.

Polo tanto (IR?, +,-) é un espacio vectorial.

Agora ben, (IR?,+,*) non é espacio vectorial, dado que 6 ser r * (a,b) = (ra,0), non se verifica a
propiedade 8 xa que 1 % (a,b) = (1a,0) # (a,b), sempre que b # 0.

Observade que un mesmo conxunto, dependendo das operacions de suma e producto por
numeros reais que definamos nel, pode ter ou non estructura de espacio vectorial.



Definicién 2 Sexa V un espacio vectorial.
v eV é combinacion lineal de vi,vy,...,v, € V se existen ry,r9,...,1, € IR
(chamados coeficientes da combinacién lineal) tales que

V=110 +71909 + -+ 1,0,.

Exemplo 1 (Sydsaeter, pz. 308) Unha compania petroleira pode converter un barril de cru en
3 clases distintas de combustible. Sen engadir chumbo, as stias producciéons das 3 clases
de combustible a partires dun barril de cru venen dadas polo vector (2,2,4). Cé6 maximo
legalmente permitido de aditivos de chumbo, as producciéns son (5,0,3). Suponendo que os
efectos dos aditivos de chumbo son proporcionais; isto é, 6 utilizar unha fraccién § do maximo
permitido (0 < ¢ < 1) obtense a produccién

(1-19)(2,2,4) +0(5,0,3)

preguntase:
a) (E posible unha produccién que corresponda és seguintes vectores?
(i) (7/2,1,7/2) (i) (4,1/3,10/3) (iii) (1,6,9) (iv) (4,2/3,10/3)

b) En caso afirmativo, ;jque proporcién de aditivos de chumbo legalmente permitidos
debera utilizarse en cada caso?

Solucién: Dado que (1 —§)(2,2,4) +(5,0,3) = (2 + 35,2 — 26,4 — §), habera que ver, en cada caso,
se hai un valor de § que permita obter a produccién requerida.

D) (7/2,1,7/2) = (24+36,2—26,4—0) < 2+436=7/22-20=1,4—6=7/2 < §=1/2.
Polo tanto neste caso si é posible. Obtense engadindo a mitade do maximo permitido de chumbo.
i) (4,35, %) =(2+30,2-20,4—-0) & 2+30=42-20=3,4—-0=% = 0=12,0=2 Imposible.
iii) (1,6,9) = (2+36,2 —20,4—6§) < 2+35=1,2—20 =6,4— 0 =9. Imposible, pois 0 < ¢ < 1.
iv) (4,%,%) =(243§,2-20,4—-0) & 2+30=4,2-2) = %,4—5: 1—?? &S 0= % Polo tanto neste
caso si é posible. Obtense engadindo as duas terceiras partes do maximo permitido de chumbo.

Observacién 1 a) Todo vector é combinacién lineal de calquera conxunto de

vectores que contena a ese vector. En efecto, se v € C' = {vy,v9,---,v,}, como
n

v=1-v+ Z 0-v;, v € combinacion lineal dos elementos de C.

i=1
b) Se v € V é combinacién lineal de vy,vs,...,v, € V e cada v; é combi-
nacion lineal de wy, wo, ..., w, € V, entéon v tamén sera combinacion lineal de
W1, W2y ..., Wy

En efecto, se v = v+ -+ A\, € v; = aywy + -+ - + QpW,,, €nton
V= /\1 Z oquj + -+ /\n Z oznjwj = (Z )\iOéil)wl + e+ (Z )\iaim)wm
j=1 j=1 i=1 i=1

c) O vector nulo, , é combinacién lineal de calquera conxunto de vectores,
xa que 0 = 0vy + Ovg + - - - + Ovy,, Yvi,v9,...,v, € V.

Pero esta combinacion lineal, en xeral, non ten por que ser a unica que
expresa o vector cero como combinacion lineal de vy, vs,...,v, € V.

Por exemplo (0,0,0) = (1,0,1) — (1,1,1) + (0, 1,0), pois (1,1,1) = (1,0,1) 4+ (0,1, 0).
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2. Dependencia e independencia lineal.

Definicién 3 Sexa V' un espacio vectorial.

Dicese que vq,v9,...,v, € V son linealmente independentes, ou que o con-
xunto C' = {v1,vy,...,v,} é linealmente independente, se o vector cero non
se pode obter como combinacién lineal dos elementos {v,v9,...,v,} salvo que
todolos coeficientes sexan nulos, i.e. se r,79,...,1, € IR € riui+rove+- - -+r,v, =0
a “dnica”posibilidade é que r; =r9=---=1r, = 0.

Dicese que vy, v,...,v, € V son linealmente dependentes se non son lineal-
mente independentes. Neste caso, algiin v; pédese obter como combinacién
lineal dos restantes.

Observacion 2 Todo conxunto de vectores que contena 6 vector cero é un
conxunto de vectores linealmente dependente.

Exercicio 2 Comproba se os seguintes conxuntos de vectores son linealmente
independentes. Se non o son, da a relacién de dependencia que existe entre
os seus elementos.

a) {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)} C IR°.

Solucién: Dado que r(1,1,0)4s(0,1,1)+¢(1,0,1) = (r+t,r+s,s+t), r(1,1,0)+s(0,1,1)+¢(1,0,1) =
(0,0,0) & r+t=r+s=s+t=0 < r=s=1t=0, eses vectores son linealmente independentes.
b) {(1,1), (3/2,0), (~1,2)} C IR

Solucién: Dado que 2(1,1) — 2(3/2,0) = (—1, 2), eses vectores son linealmente dependentes.

c) {(1,1,2),(0,2,1),(1,—-1,1)} C IR3.

Solucién: Dado que r(1,1,2) +s(0,2,1) + ¢(1,—1,1) = (r + t,r +2s — t,2r + s+ t),

r(1,1,2) +s(0,2,1) + t(1,-1,1) = (0,0,0) & r+t=r+2s—t=2r+s+t=0 & —r=s=t,
eses vectores son linealmente dependentes; e a relacién de dependencia é (1,1,2) = (0,2,1)+ (1, —1,1).
d) {(0,0,1,3),(2,1,0,1),(3,0,1,1)} C IR*.

Solucién: Dado que r(0,0,1,3) 4+ s(2,1,0,1) +¢(3,0,1,1) = (2s + 3t, s,r + ¢, 3r + s + t),
r(0,0,1,3)+s(2,1,0,1)+%(3,0,1,1) = (0,0,0,0) & 2s+3t=s=r+t=3r+s+t=0 < r=s=1t=0,

eses vectores son linealmente independentes.
e) {(1,1,-1,1),(0,2,3,1),(5,4,1,-2),(3,0,0,0)} C IR
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Solucién: Dado que r(1,1,—1,1) + 5(0,2,3,1) + t(5,4,1,—2) + u(3,0,0,0) =
(r+5t+3u,r+2s+4t,—r+3s+t,r+s—2t), r(1,1,—-1,1) +s(0,2,3,1) + £(5,4,1,—2) +u(3,0,0,0) =
(0,0,0,0) & r+5t+3u=r+2s+4t=—-r+3s+t=r+s—-2t=0 < r=s=t=u=0,

eses vectores son linealmente independentes.
f) {l,z,2% 2%} C By[z] = {az® + b2* + cx + d/a,b,c,d € IR}.

Solucién: Dado que rl + sz +tx? +urd =0 r=s=t=u=0,

eses vectores son linealmente independentes.

g) {3,8 — 2%} C PJz] = {ax® + bz + cx/a,b, c € IR}.

Solucién: Dado que r3+s(8 —x?) = 3r+8s—sz?, r3+s(8—2%) =0 3r+8s=—-s=0& r=s5=0,

eses vectores son linealmente independentes.

7
h) {5, —3x — 2,z + 3} C Bfz] = {az® + bz + cx/a,b,c € IR}.

Solucién: Dado que ri+s(—3z—2)+t(z+3) =0 < Ir—2s+3t=-3s+t=0& r=—-2s,t =3s,5s € R,

eses vectores son linealmente dependentes; e a relacién de dependencia é =3z — 2 = 2% —3(z +3).

3. Subespacios.

Definiciéon 4 Sexa V un espacio vectorial. W C V, W # (), é un subespacio
vectorial de V se W cas operacions de V' é un espacio vectorial.

Equivalentemente, se av+ fw € W, Yo,w € W, Vo, € IR.

E dicir, se calquera combinacion lineal de elementos de W é un novo ele-
mento de W.

Observacion 3 1) Se W é un subespacio vectorial de V' verificase:
O vector cero de V (¢) é de W (posto que 6 =0-w, Yw € W).
Se w € W, —w ten que ser de W (xa que —w = (—1)w).

2) Se V é un espacio vectorial, {#} e V son subespacios vectoriais de V/,
denominados subespacios triviais. Calquera outro subespacio de V' distinto
dos dous anteriores chamase subespacio propio ou non trivial de V.

3) Se V' é un espacio vectorial (ou un subespacio vectorial) ou ben ten sé un
elemento (espacio trivial {#}) ou ben ten infinitos elementos.

En efecto, se existe v € V, v #% 0, como \v € V V € IR e se \; # )\ enton
AU # Aov (xa que \jv = v < (A1 — A2)v =0, e como v # 0, pola propiedade 4
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de espacio vectvectorial, \; — \s = 0); polo que en V' habera alomenos tantos
elementos distintos coma en IR, ou sexa infinitos elementos.

Definicién 5 Sexan V un espacio vectorial e C' = {v,vy,...,v,} C V.

Denominase subsespacio xenerado por C' 6 conxunto de tédalas combinaciéns
lineais de vy, vo, ..., V.

<C>:{T1U1+T2”U2+"‘+7nn@n:TielRui:L"'?n}

Exemplo 2 Se W = ({(1,0,1),(0,1,0)}) enton, por definicion,
W ={r(1,0,1)+s(0,1,0)/r,s € IR} = {(r,0,7)+(0,s,0)/r,s € IR} = {(r,s,r)/r, s € IR}.

Ou sexa, W estard formado por aqueles elementos de IR? que tenan as comporientes
1% e 3figuais.

Observacién 4 1) (C') é un subespacio vectorial de V.

Xa que se u,v € (C) = ({v1,v9,...,v,}), existen, para cada i € {1,2,---,n},
n n

s;, i € IR para os que u = E riv, U= E s;v;; € polo tanto
i=1 i=1

au + fv = &Zrivi + 5231'% = Z(ari + Bs;)v; € (CY, ¥ a, 3 € IR.
i=1 i=1 i=1

No caso do exemplo anterior, efectivamente o conxunto W = {(r,s,r)/r, s € IR}
cas operacions de suma (componente a componente) e producto por nimeros
(multiplicando cada componente polo nimero) é un subespacio vectorial.

(Yo, B € IR,Yu = (r,s,7),v= (1,8, 1) € W,au+pv = (ar+06r', as+0s', ar+6r') € W)

2) Se (C') =V, do conxunto C, ou dos vectores vy, v, ..., v,, dicese que xeneran
V ou que son un sistema (ou conxunto) de xeneradores do subespacio V.

No caso do exemplo anterior, W = ({(1,0,1), (0,1,0)}), dicese que o conxunto
{(1,0,1),(0,1,0)} é o conxunto (sistema) de xeneradores de W, ou ben que W
esta xenerado polos vectores (1,0,1),(0,1,0)

3) Se {v,vy,v9,...,v,} CV e v é combinacién lineal de vy, vs,...,v,, entdén

({v,v1,v9,...,0,}) = ({v1,v9, ..., 0. }).



En efecto, V v € V, ({vy,va,...,0.}) C ({v,v1,09,...,0,}),

esev= Z SiU;, entdn Vu € (C), U=+ ANV + -+ A\, =
i=1

n

= A i S;U; + i Aiv; = Z()\SZ + )\z)vz € <{7)1, Vo, ... ,’Un}>.
=1 =1

1=1

No caso do exemplo anterior, W = ({(1,0, 1), (0,1,0)}), dado que
v=(1,2,1) = (1,0,1) +2(0,1,0), entén W = ({v, (1,0, 1), (0,1,0)}).

Exercicio 3 Comproba se os seguintes conxuntos son subespacios vectoriais.
En caso afirmativo, exprésao como un subespacio xenerado por un conxunto
de vectores.

a) A= {(z,y) € IR*;x =0} C IR?
Solucion:  Sexan (z,y),(2',y) € A (x =0,2"=0); e v, f € IR,
a(z,y) + B2, y) = (ax + B2, ay + By') € A,
za que ax + Bx' = 0. Polo tanto A € un subespacio vectorial.

A={(0,y);y € R} ={y(0,1);y € R} = ({(0, 1)}).

b) B ={(v,y) € R*y =1} C IR’

Solucion: B non é un subespacio vectorial de IR?, pois (0,0) € B por non ser 1 a sia sequnda componiente.

c) C={(z,y) € IR*y =0} C IR?
Solucion:  De modo similar a a), comprébase que C € subespacio vectorial.

C={(z,0);z € R} = {x(1,0);x € R} = ({(1,0)}).

d) D=ANC, T=AC

Solucién: D =ANC ={(z,y) € R*z=0}{(z,y) € R*y=0}={(0,0)}.
Polo tanto D é subespacio vectorial (trivial) de IR?.

T=AUC ={(z,y) € R*;x =0 ouy = 0} non € subespacio vectorial,

pois (1,0),(0,1) € T pero (1,0) + (0,1) = (1,1) € T..

e) £ ={ax®+azx +b;a,b € IR} C P3[z]
Solucién:  Sexan ax®+avr+0b, cxP+cx+deE e r,selR.

Como r(az® + ax + b) + s(cx® + cx + d) = (ra + sc)z® + (ra+ sc)x + rb+ sd € F,



obtense que E € un subespacio vectorial de P3[x].

E={a(z’+2)+babec R} = {{z° +2,1})

f) F={(z,y,2) € IR*x = y* + 2z} C IR’
Solucién:  F non € subespacio vectorial posto que, por exemplo (2,1,1) € F pero o seu oposto

(=2,-1—=1) ¢ F za que =2 # (=1)> + (-1).

4. Bases. Dimension.

Definicién 6 Sexa V' un espacio vectorial non trivial (V' # {6}).
Un subconxunto B C V é unha base de V se:

1. B é un conxunto linealmente independente;
2. B é un conxunto de xeneradores de V.

i)
Exemplo 3 Para cadai=1,...,n,sexae¢; =(0,...,0,1,0,...,0) € IR".

C ={e1,e9,...,6,} € unha base de IR", que se chama base candnica.

Exercicio 4 Determinar unha base de cada un dos subespacios vectoriais A,
C, D e FE do exercicio 3.

Solucién:  Dado que A = {(0,y);y € IR} = ({(0,1)}), o conxunto {(0,1)} é unha base de A.
Como no caso anterior, 6 ser C'= ({(1,0)}), o conxunto {(1,0)} é unha base de C.
O subespacio D = {(0,0)} non ten bases por ser un subespacio trivial.

Como no caso de A e de C, 6 ser E = ({z3 + x,1}), o conxunto {z* + z,1} ¢ unha base de FE.

Teorema 1 Sexan V' un espacio vectorial e B = {vy,v9,...,v,} C V.

B é unha base de V se, e s6 se, para cada v € V, existen ry,ry,...,1r, € IR
“Unicos”verificando que v = rjv; 4+ rovg + - - - + U,

E dicir, calquera elemento de V' escribese de forma tinica como combinacion
lineal dos elementos de B.

Demostracién: No Apéndice.
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Definicién 7 Sexan B = {v,v9,...,v,} unha base dun espacio vectorial V' e
v € V. Chamanse coordenadas de v respecto da base B 6s coeficientes

r,To, ...,y € IR, Ginicos, tales que v = ryv +1roug + -+ + 7,0,.
71 71
As denotaremos por v, = : |,ouben v-=
B
T'n T'n

Observacion 5 As coordenadas dun vector respecto dunha base son tunicas,
pero un mesmo vector pode ter diferentes coordenadas respecto de diferentes
bases, como pon de manifesto o seguinte exercicio.

Exercicio 5 Sexan C = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e B = {(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}
ddas bases de IR°.

Calcular as coordenadas de v = (1,2,3) e x = (1,0, 1) respecto a C e respecto
a B.

1

Solucién: v, = ( 2 ) , xa que v = 1(1,0,0) + 2(0,1,0) + 3(0,0,1).
3

1=08+7 a=2 2
(1,2,3) = «(0,1,1) + 5(1,0,1) + v(1,1,0) & 2=a+7 << =1 v, =1 |.

{3044—5 {’y 0 ( )
0
1
0

1
De modo analogo calcilase que x, = ( 0 ) e X, = (

Teorema 2 (Steinitz) Sexa B = {vy,vs,...,v,} base do espacio vectorial V.

Se {x1,X%2,...,%X,} CV é un conxunto de vectores linealmente independentes,
enton:

a) pédense sustituir “p”’dos vectores de B por xi,...,X, € obter unha nova
base de V.

b) p < n.

Corolario 1 Sexa V un espacio vectorial e B = {v,v,...,v,} unha base de V.
Entén:

1. n é o nimero maximo de vectores linealmente independentes en V;

11



Demostracién: E consecuencia inmediata do apartado b) do teorema.

2. Todo xenerador de V ten alomenos n elementos;

Demostracion: En caso contrario, se existise un conxunto de xeneradores con menos de n
elementos, unha vez suprimidos del os que son combinacion lineal de outros, quedariamos cun
conxunto de vectores linealmente independente que seguiria sendo sistema de xeneradores
do espacio, e polo tanto base do mesmo, que teria menos de n elementos; o que é imposible
porque entén a base de partida, que é un conxunto linealmente independente, teria mais
elementos cos desta tiltima, o que contradice o apartado b) do teorema.

3. Todalas bases de V tenen n elementos.

Demostracién: Sexan B = {vy,vs,...,v,} € B’ = {v},v},...,v],} dias bases de V.

Por ser B base é un conxunto linealmente independente, entén, polo apartado b) do
teorema, verificase que n < m. Pero, por ser B’ base é un conxunto linealmente independente,
entén, de novo polo apartado b) do teorema, verificase que m < n. Cé cal a tnica posibilidade

é que n = m; ou sexa ambalas dias bases tenen o mesmo nimero de elementos.

Definicién 8 Sexa V' un espacio vectorial, V' # {#}. Se chama dimension de V
6 numero de elementos dunha calquera das stias bases. Dendtase dim V.

Se V non ten bases cun numero finito de elementos diremos que V é de
dimension infinita.

Se V = {0}, dimV = 0.

Exercicio 6 Determinar a dimensién de cada un dos subespacios vectoriais A,
C, D e FE do exercicio 3.

Solucién: Posto que o conxunto {(0,1)} é unha base de A, a stia dimensién é un, dim A = 1.
Como no caso anterior, 6 ser o conxunto {(1,0)} unha base de C, dimC = 1.
O ser D = {(0,0)} a stia dimensién é cero, dim D = 0.

Como no caso de A e de C, 6 ser o conxunto {73 + z,1} unha base de F, dim F = 2.

Corolario 2 Sexa V' un espacio vectorial, dimV = n.

a) Calquera conxunto con mais de n elementos é linealmente dependente.

Demostracién: E consecuencia inmediata do apartado b) do teorema.

b) Un conxunto con n elementos é base se, e sé se, é linealmente indepen-
dente.

12



Demostracién: E consecuencia inmediata do apartado a) do teorema (unha vez sustituidos
os vectores da base polos independentes obtense unha nova base que sé consta dos vectores
do conxunto independente de partida).

c) Un conxunto con n elementos é base se, e s6 se, é sistema de xeneradores
de V.

Demostracion: E consecuencia de que nese caso o sistema de xeneradores ten que es-
tar formado por vectores independentes, pois en caso contrario eliminando os dependentes
obteriase un novo sistema de xeneradores e linealmente independente (ou sexa unha base)

con menos de n elementos, o que contradice o apartado 3) do corolario anterior.

Exercicio 7 Determinar unha base de IR? que contena 6s vectores (1,0, —1), (1,0, 2).

Posto que os vectores (1,0,—1),(1,0,2) son linealmente independentes e
C =1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} € unha base de IR*, a teoria asegiranos que se poden sustituir
dous dos elementos de C' por eses vectores e obter unha nova base. Por outra parte, como
eses dous vectores tenen a siua segunda componente nula, e unha base ten que ser un
conxunto de xeneradores do espacio, necesitaremos engadirlles un vector que tena a sia
segunda componente non nula, por exemplo o segundo elemento de C.

Asi, unha vez comprobado que o conzxunto B = {(1,0,—1),(0,1,0),(1,0,2)} € linealmente
independente, ra se ten que é unha base de IR® (por estar formado por tres vectores
linealmente independentes e ser IR® un espacio de dimensién 8) e contén Js vectores
(1,0,-1),(1,0,2) como mos pedia o enunciado.

Corolario 3 Se W é un subespacio dun espacio vectorial V', dim W < dim V.
Ademdsis, dimW =dimV se, e so se, W =V.

Demostracion: Se dimW = m e dimV = n, calquera base de W terd m elementos, pero
dita base serd un conzunto linealmente independente de V e, polo apartado b) do teorema,
deberd ser m < n.

Se dimW = dimV = n, calquera base de W, que serd un conxunto linealmente indepen-
dente de V, terd n elementos; pero entdn, polo apartado a) do teorema, serd unha base de
V' e polo tanto un sistema de xeneradores del, polo que todo elemento de V tamén serd de
W, e polo tanto ambos conxuntos coincidirdn.

Exercicio 8 Expresa, se é posible, o vector (—5,8,11) como combinacién lineal
dos vectores a = (1,3,4), b = (1,2,5) e ¢ = (—1,2,—9). Co resultado obtido,
contesta as seguintes preguntas: ;pode ser {a,b,c} unha base de IR*?, ;é o
conxunto {a, b, c} linealmente independente?, ;pertence (—5,8,11) 6 subespacio
S = ({a,b,c})?, que se pode dicir da dimensién de S? Da unha base de S e
complétaa a unha base de IR®.
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r+s—t=-> r=t—s—>5
Solucién: Como (—5,8,11) = r(1,3,4)+s(1,2,5)+t(—1,2,-9) & ¢ 3r+2s+2t=8 & (¢ bt—s=23 |,

dr 4+ 55— 9t =11 —Ht+s5=31
o cal é imposible, obtense que non se pode expresar o vector (—5,8,11) como combinacién
lineal dos vectores a, b, c.

Polo tanto, eses vectores non poden constituir unha base de I?* (non son xeneradores de IR?)
e tampouco ser un conxunto de vectores linealmente independente porque, como son tres e
IR? ten dimensién tres, entén serian base, e acabamos de dicir que non o son.

(—5,8,11) € S = ({a,b,c}) porque (—5,8,11) non é combinacién lineal dos vectores a, b, c.
Co6 anterior pddese dicir que S non ten dimensién tres.

Dado que {a,b} é linealmente independente (r(1,3,4) + s(1,2,5) = (0,0,0) < r =5 =0)

B = {a,b} é unha base de S.

Como {(1,3,4),(1,2,5),(1,0,0)} é linealmente independente (r(1,3,4) + s(1,2,5) +#(1,0,0) =
= (0,0,0) & r=s=1t=0) e IR* é de dimensién tres, ese conxunto é base de IR e contén 6s

elementos da base de S.

5. Cuestions Propostas.

1. Se V ={(z,y,2) € R x +y =z}, pédese afirmar que:
a) (0,0)eV. b)(1,-3,-2)eV. ¢)(1,-3,-2)¢V. d)(1,-3,2) V.

2. Cal dos seguintes conxuntos NON ¢é un espacio vectorial real?
a) Bs[z]. b) IN. ¢) {(z,y) € R*,z=0}. d) {( g 2 ) € Mayo,x € R}.
3. (Cal dos seguintes vectores NON ¢é combinacién lineal de (1,0,1) e (—1,1,1)7
a) (0,0,0). b)(2,0,2). ¢)(1,1,1). d)(0,1,2).

4. Os vectores (3,0, —2),(—4,—1,5) e (2,—1, 1) verifican:
a) Son linealmente independentes porque 0(3,0, —2) + 0(—4, —1,5) + 0(2,—1,1) = (0,0, 0).
b) Son linealmente dependentes porque 2(3,0, —2) + (=4, —1,5) — (2,—1,1) = (0,0,0).
c) Son linealmente independentes porque son tres vectores en IR3.

d) Forman unha base de IR>.

5. ;Cal dos seguintes subconxuntos é un subespacio vectorial de IR??

a) {(z,y) € R* 2z =0} U{(z,y) € R*}y=0}. b){(z,y) € R*z=1}.
c) {(z,y) € R*z=0}N{(z,y) € R*y =0} d){(1,0),(0,0),(~1,0)}.

6. Sexan V un espacio vectorial e W un subespacio de V. ;Cal das seguintes afirmaciéns é FALSA?
a) Oy € W. b) Toda combinacién lineal de elementos de W estd en W.
c)Sez,yeV,entébn x +y € W. d)Sex,y € W,entén x +y € W.

7. Sexa V = ({(—1,0,1),(3,1,0)}), entén:

a) V={(-1,0,1),(3,1,0)}. b) V={a(-1,0,1)+5(3,1,0);«, 5 € IR}.
c) V =Ir3. d) V. =1{(0,0,0)}.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

. Cal dos seguintes vectores NON pertence a ({(3,1,0),(—1,0,1)})7
a) (0,0,0). b) (=2,0,2). ¢) (5,2,1). d) (1,2,1).

. Se S ={(1,-1,0),(0,2,1),(1,1,1)}, entén:

a) () =0. b) ($) ={(1,=1,0),(0,2,1)}). ¢) () =R d) (S) = {{(1,-1,0)}).

;Cal dos seguintes conxuntos de vectores é unha base de IR3?

a) {(17_170)’(0’171>}' b) {(17
C) {(17070)7(_17170)7(_27072>}' d) {(17

O conxunto B = {(1,0), (0,1),(0,0)} é:

—1,1), (e,2,—4),(5,-1,2),(3,—1,1)}.
—1,1),(=1/2,1/2,-1/2), (v/2, —v2,v/2)}.

a) un subespacio de IR%. b) un conxunto de xeneradores de IR* que non ¢ base.

c) unha base de IR*. d) un conxunto linealmente independente en IR* que non é base.

Se B=1{(3,-1,1),(0,0,0),(6,0,1)}, pédese asegurar que:

a) B non é unha base de IR®, porque non é

linealmente independente.

b) B ¢ unha base de IR?, porque ten 3 vectores e dim IR = 3.

¢) B non é unha base de IR3, porque non é

un sistema de xeneradores, xa que (6, —2,2) ¢ B.

d) B non é unha base pero del se pode extraer unha base de IR3.

Dada a base de R?, B = {(—1,0),(1,3)}:

a) as coordenadas de (1,3) respecto de B son 1 e 3.

b) as coordenadas de (1, 3) respecto de B son 0 e 1.

¢) (1,3) non ten coordenadas respecto de B, s6 as ten respecto da base canédnica.

d) (1,3) non ten coordenadas respecto de B porque é un dos vectores da base.

Se B = {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)} é base de IR?, e as coordenadas de v respecto de B son 1, -1, 1,

enton:

a)v=(1,-1,1). b)v=(2,2,1). ¢)v=(201). d)v=(11,0).

Dada B = {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)}, base de IR?, se as coordenadas de v respecto de B son 1, 1, 1,

as coordenadas de v respecto da base canodnica son:
a)1,1,1. b)2,2,1. ¢)0,0,1. d)1,1,0.

;Cal dos seguintes vectores, xunto con (2,0,1) e (0,0, 1), forma unha base de IR3?
a) (2,0,0). b)(4,0,2). ¢)(0,3,1). d) (2,0,—2).

,Cal é a dimensiéon do subespacio V' = { (

a)-1. b)0. ¢)2. d)1.

0
Sg - ) engg,xelR}?

Se V ={(z,y) € R* x +y = 0}, pédese asegurar que:

a)V=IMR> Db)(-1,-1)eV. c¢)dimV

Sexan V' un espacio vectorial e B = {u,v,w} C V. Se existe x € V e x & (B), pbdese afirmar que:

a) B non ¢ sistema de xeneradores de V.
¢) B non é linealmente independente.

=2, d)dimV <2

b) dimV > 3.
d) dim V' = 3, pois B é unha base de V.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Se W =1{(0,0,2); 2 € R,z # 0} C IR?, pédese afirmar que:

a) W non é un subespacio de IR*. b){(0,0,1)} é unha base de IR>.

c) W= ({(0,0,1)}). d) W é un subespacio de IR* de dimensién cero.
Se V ={(z,y,2) € IR} x —y = 0}, pédese asegurar que:

) V=[R. b)dmV=1 c)dimV =2 d)dmV =3.

Se V' é un espacio vectorial de dimensién n e B = {vy,...,v,,} CV con m < n, entén:
a) B é un conxunto de vectores linealmente independente pero non base de V.

b) B non ¢é sistema de xeneradores de V.

¢) nengun x € V se pode escribir como combinacién lineal dos elementos de B.

d) B é sistema de xeneradores de V.

Se V' é un subespacio vectorial de IR°, entén:
a) o numero de vectores de V' debe ser menor ou igual ca 5. b) dimV < 5.
c) calquera base de V' debe ter 5 vectores. d) dimV <5.

Sexa W un subespacio de IR*. Se dim W = 4, verificase:

a) W = IR b) W C IR*, pero W # IR*.
c) R* C W, pero W # IR*. d) Ningunha das afirmaciéns anteriores é correcta.

Se B = {vy,...,v,} é un sistema de xeneradores do espacio vectorial V', pédese asegurar que:

a)dimV <n. b)dimV >n. c¢)dimV =n. d)dimV <n.

Exercicios Propostos.

. Estudia se ten estructura de espacio vectorial o conxunto de polinomios de grado

maior ou igual ca 2, P?[z] = {ap+a1z+- - -+a,2"/a; € IR,0 < i < n,a, #0,n > 2},
coas operacions habituais.

. Comproba que {(2,3,2),(1,0,1),(0,1,0)} é linealmente dependente e indica como

obter cada un dos vectores como combinacion lineal dos outros dous.

. Estudia se o conxunto {(1,—1,2),(1,0,2),(0,1,3),(—1,1,0)} é linealmente depen-

dente e, en caso afirmativo, indica a relacién de dependencia que hai entre os seus
elementos.

. Comproba se os seguintes conxuntos son subespacios vectoriais. En caso afirmativo,

exprésaos como subespacios xenerados por un conxunto de vectores.

a)V={(z,y,2,t) e Rz =2—t,y=0} CR*. b)V={(z,y,2) € R¥z=y+ 2} C R
c) V ={(z,y) € R*z=—y} C IR )V =A{(z,y,z,t) e Rz =y —2,t =1} C R*

. ¢ Que valor debe tomar a para que o vector (—2, —6, a) estea no subespacio S = ({(1,3,-2), (2,6, —1)})?

. En IR? considéranse os vectores a = (3,2,3), b = (0,0,1) e c = (6,4, 1).

. Pode expresarse (—3, —2,0) como combinacién lineal de a, b e ¢?

E tnica esta expresiéon?, ;é {a,b, c} unha base de IR3?
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7.

8.

9.

Sexa v € IR? o vector con coordenadas 2, 1 na base {(1,1), (—1,0)}.
Calcula as coordenadas de v na base {(2,1),(—1,2)} e na base candnica.
Comproba que B = {(—1,0,1),(=2,—1,0),(1,—-2,0)} é unha base de IR®.
Calcula as coordenadas de (7, —8,1) respecto & base B.

.Cal é o vector que ten coordenadas 4, 2, 5 na base B?

a) Sexa B = {vy, vy, v3} C IR*, ;pode ser B un conxunto xenerador de IR*?

b) Sexa B = {v1, v9, v3,v4} C IR?, jpode ser B un conxunto linealmente independente?

10.

11.

12.

13.

14.

Proba que {(1,1,0),(2,3,-1),(1,0,1),(~1,1,1)} é un sistema de xeneradores de IR3.

Extrae del unha base e dé as coordenadas do vector (1,2, 1) respecto dela.

Comproba que o conxunto A = {1,1 — z, (1 — z)?} é unha base do espacio
Plz] = {ap + ez + asa®/a; € IR, 0 < i < 2}.

Calcula as coordenadas do polinomio —2x2 + 2z + 3 respecto de A.

En IR? considéranse os vectores a = (3,2,3), b= (0,0,1) e ¢ = (1, -2, —4).
Comproba que todo vector v € IR? pode expresarse como combinacién lineal de a,
b e c. JE tinica esta expresién?, jé {a,b, c} unha base de IR3?

1\/377

i Pode ser {(0,—1,. -, — —
() {(7 7475073

base de IR°?

1 )
),(7,v/2,0, 5,e), (3,0,5,6,In5),(0,0,0,0,0), (cos 3, v/7,0,0,1)} unha

Para os conxuntos do exercicio 4 que son subespacios, determina unha base e a
dimension de cada un deles.

Razoa as respostas.

Problemas Propostos.

. Unha persoa A vai a unha fruteria e merca 3 kg. de cereixas, 4 kg. de peras, 3 kg. de laranxas e 5

kg. de mazas. Outra persoa B merca 2 kg. de cereixas, nada de peras, 2 kg. de laranxas e 4 kg. de
mazas.

Suponamos que os prezos por kilo son: cereixas 0.75 €, peras 0.60 ¢, laranxas 0.50 € e mazas 0.40 e.
Se denotamos por xa e xg 0s vectores de compra das persoas A e B, respectivamente, e por

p = (0,75, 0,60, 0,50, 0,40) é vector de prezos,

a) jcal é o vector total de compras das persoas A e B xuntas?, jcanto costa?

b) Comproba que o coste da compra de A méis a de B é o total que se calculou no apartado anterior.
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. Unha empresa constructora ten un pedido de tres tipos de casa: 5 de tipo A, 7 de tipo B, e 12 de

tipo C.

Denétase por x o vector que ten por componentes o nimero de casa de cada tipo.

Se cada casa de tipo A necesita 20 unidades de madeira, as de tipo B 18 unidades, e as de tipo
C 25 unidades, e u é o vector que ten por componentes as cantidades de madeira requeridas polos

tipos A, B e C, calcula canta madeira necesita en total a empresa para realizar o pedido, calculando
o producto escalar u - x.

. Unha empresa produce cantidades non negativas zi, 2o, -+, 2, de n bens distintos, a partires de

cantidades non negativas x1, xs, - - -, z, dos mesmos n bens.

Para cada i = 1,-- -, n definese a produccion neta do ben i como y; = z; — x;. Se p; é o prezo unitario
do ben ¢, denétase por p = (p1,pe, -+, pn) 0 vector de prezos, x = (1, xs, -, x,) 6 vector de inputs,
v = (Y1,Y2, -+, Yn) O vector de produccién neta, e z = (z1, 29, -, 2,) 6 vector de produccién. Con
estes datos, calcula:

a) Os ingresos e costes da empresa.

b) Os beneficios da empresa, e comproba que coincide ¢é producto escalar p -y. ;{Que ocurre se p-y
é negativo?

. Unha empresa produce o primeiro de dous bens usando o segundo coma materia prima, e o seu vector

neto de produccién (ver problema 3) é (2, —1)%. Se o vector de prezos é (1,3), calcula:
a) o vector de inputs, b) o vector de produccién, c) os costes,
d) os ingresos, e) o valor da produccién neta, f) os beneficios ou pérdidas.

Cuestions resoltas.

. Para os vectores u=(1,2,0), v=(3,0,-2), w=(0,3,1), x=(-7,16,10) e y =(0,—1,0),

,cal das seguintes afirmacions é FALSA?

a)x=8u—5v. b)yé<{uv,w}> c¢)w=3u—-v. d){uv,w} élinealmente dependente.
Solucién: O conxunto {u,v,w} é linealmente dependente, posto que v = 3u — 2w.

Polo tanto o apartado d) é correcto, e o apartado c) é falso.

Ademais, como 8u —5v = 8(1,2,0) — 5(3,0,—2) = (-7, 16, 10) = x, o apartado a) é correcto.

r+3s=0 r=—3s
Por tltimo, como (0, —1,0) = r(1,2,0)+s(3,0, —2)+%(0,3,1) & ¢ 2r+3t=—-1 < t=2s

—25s4+t=0 —6s +6s=—1

¢ imposible, o vector y non é combinacion lineal dos vectores u, v e w.

Polo tanto y €< {u,v,w} >, e o apartado b) é correcto.

. Para os mesmos vectores da cuestién 1, jpode ser {u, v, w} unha base de IR3?

a) Si, porque son 3 vectores de IR3. b) Si, porque x,y € {u,v,w}.

¢) Non, porque x,y ¢ {u,v,w}. d) Non, porque y ¢< {u,v,w} >.
Solucién: Posto que y ¢< {u,v,w} > ey € IR < {u,v,w} ># IR? e polo tanto {u,v,w} non
é base de IR?, por non ser sistema de xeneradores de IR3.
Polo tanto a resposta d) é a tnica correcta, xa que a) é falsa, pois non é suficiente que sexan 3

vectores para que sexa base de IR?; e os apartados b) e c¢) tamén son falsos pois que x e y estean ou
non no conxunto {u, v, w} non é motivo para que este sexa ou non base de IR>.
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Observade que no apartado c¢) é verdade que o conxunto NON é base, e tamén é verdade que
x,y & {u,v,w}, pero o que non é certo é que esto tltimo sexa motivo para asegurar o primeiro;
polo que a afirmacién completa non é correcta.

. Para os mesmos vectores da cuestién 1, jé o conxunto {u, v, w} linealmente independente?

a) Si, porque (0,0,0) € {u,v,w}. b) Non, porque se o fora serfa base de IR* ¢ IR* #< {u,v,w} >.
¢) Non, porque x €< {u,v,w} >. d) Si, porque son 3 vectores de IR? linealmente independentes.

Solucién: O que sexa certo o apartado d) da cuestién 1 xa indica que a resposta correcta é que o
conxunto {u, v, w} non é linealmente independente, o cal descarta os apartados a) e d) desta cuestién
como respostas correctas. O apartado ¢) tampouco é correcto xa que o que sexa certo o apartado a)
da cuestion 1 indica que x €< {u,v,w} >. Por tltimo, o razonamento de b) é correcto, xa que se
{u,v,w} fora linealmente independente, como son 3 vectores de IR e dim(IR?) = 3, serfa base de
IR? e xa vimos que non o é. Asi que a resposta correcta a esta pregunta é o apartado b).

. Para os mesmos vectores da cuestion 1, se S =< {u,v,w} >, ;jcal das seguintes afirmaciéns é co-

rrecta?

a) dim(95) = 3. b) dim(S) = 2. ¢) {u,v,w} é unha base de S. d) x,y € S.
Solucién: Posto que, pola cuestién anterior, sabemos que {u, v, w} non é linealmente independente
o apartado a) non pode ser certo.

Ademais, como v = 3u—2w, temos que S =< {u,v,w} >=< {u,w} >, e como {u, w} ¢ linealmente
independente, xa se ten que dim(.S) = 2, o que indica que a resposta correcta é o apartado b).

En canto os apartados que quedan, ¢) non é correcto pois para que un conxunto sexa base debe ser

linealmente independente e {u,v,w} non o é. Por tltimo, d) non é correcto pois, como se viu no
apartado b) da cuestién 1, y & S.

Exercicios de recopilacion: Resoltos.

. Estudia se son linealmente independentes os siguintes conxuntos de vectores.

a) {(1,0,1),(1,2,3),(1,0,0)}. b) {(1,0,0),(1,2,0),(1,2,3),(0,0,4)}.

Solucién: a) E un conxunto de vectores linealmente independentes, xa que

a+pB+v=0 a=0
a(1,0,1) + £(1,2,3) +v(1,0,0) = (0,0,0) & ¢ 26=0 S =0 .
a+36=0 v=0
b) E un conxunto de vectores linealmente dependentes, xa que
a+B+v7=0 gig
a(1,0,0) 4 B(1,2,0) +7(1,2,3) + 6(0,0,4) = (0,0,0) & ¢ 28+2y=0 & T7 "] .
3y 440 =0 — a7
ve R

E polo tanto para, por exemplo v =1, = —1,6 = =3 obtense (1,2,3) = (1,2,0) + 3(0,0,4).

Observade que {(1,0,0),(1,2,0),(0,0,4)} é un conxunto de vectores linealmente independentes.

. Estudia se os seguintes conxuntos son subespacios vectoriais. En caso afirmativo, obtén unha base e

a sua dimension.

a) W={(z,y,2) ER*: z2=x+y}. b)W={(z,y,2) € R?:2z=z+1}.
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Solucién: a) Sexan v = (z,y,2),v = (2,y,2/) e W (z=x+y, 2 =2"+¢) e a, 5 € IR,
av + v = (ax + B2’ ay + By, az + 32) € W,

xa que az + B2 = alz+y) + 62’ + ) = ax + B2’ + ay + By

Polo tanto W é un subespacio vectorial. Ademais, como
W={(z,y,x+y):z,y e R} ={x(1,0,1) +y(0,1,1) : x,y € R} = ({(1,0,1),(0,1,1)}).
{(1,0,1),(0,1,1)} é unha base de W e dim W = 2.

b) W non ¢ un subespacio vectorial de IR?, xa que (0,0,0) & W.
3. Calcula o subespacio vectorial xenerado por S = {(1,0,1),(1,1,1),(0,1,0)}, da unha base de (S) e

obtén a sta dimension.

Solucién: (S) = {a(1,0,1)+5(1,1,1)+7(0,1,0) : o, 3,7 € R} = {(a+0, B+7,a+8) : o, 3,7 € R} =
= {(ZE,y,Z) S Rg T = Z} = {(I,y,x) ST,y € R} = <{(1707 1)7 (Ou 1»0)}>
Observade que S = {(1,0,1),(1,1,1),(0,1,0)} é un conxunto de vectores linealmente dependentes,
mentras que {(1,0,1),(0,1,0)} ¢ linealmente independente e unha base de (S), polo que dim(S) = 2.

4. Comproba que é posible expresar (1,1) como combinacién lineal de (1,0), (0,1) e (1,2).
.E tinica esta expresién? (E {(1,0),(0,1), (1,2)} unha base de R??

Solucion: Existen «, 3,7 € IR tales que

o a=1—v
(1,1) = a(1,0)+ B0, 1) ++(1,2) & | 2= 9T ol g—1-9y |
1=0+2y veR

Cé cal (1,1) pode expresarse de infinitas formas como combinacién lineal de (1,0), (0,1) e (1,2)
((1,1) = (1 —)(1,0) + (1 — 29)(0,1) +v(1,2),¥y € R). E {(1,0),(0,1),(1,2)} non é unha base de IR*.

5. Obtén o vector tal que as stas coordenadas na base {(1,1,0),(0,0,2),(0,5,7)} sexan 1, 2, 3.
Solucién: v = 1(1,1,0) + 2(0,0,2) + 3(0,5,7) = (1, 16,25) é o vector pedido.

Apéndice
Teorema 3 (1) Sexan V un espacio vectorial e B = {vy,v9,...,v,} C V.
B ¢ unha base de V' se, e so se, para cada v € V', existen r1,7ry,...,r, € IR tinicos

verificando que vV = riv1 + rovy + - -+ + 1Tp0,.

Demostracién: “="

Nota.- Nesta primeira parte da demostracién (condicién necesaria), partindo de que se sabe que B
¢ unha base de V', habera que probar que é certo que para cada v € V, existen r,7s,...,r, € IR inicos
verificando que V =111 + 71U + - -+ TpU,.

Para elo, sexa v € V un elemento calquera de V. Agora ben, por ser B base de V', sabemos que ¢ sistema
de xeneradores de V' (calquer elemento de V' pode obterse como combinacién lineal dos elementos de B)
e polo tanto existiran ry,ro,...,r, € IR tales que v = riv; + rovs + - - - + 10,
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Para rematar esta primeira parte da demostracién teremos que ver que non hai outra posibilidade de
obter v como combinacion lineal dos elementos de B. Porque, ;que pasaria se existisen sy, s9,...,5, € IR
tales que v = 5101 + SqUg + - - - + S, 0,7

Daquela riyvy+rovo+---+r,v, = $101+ 802+ -+ S,U, €, posto que estamos nun espacio vectorial,
(r1 — s1)vy + (12 — s2)ve + -« + (1, — Sp)v, = Oy; pero entén, como B é base, é un conxunto de vectores
linealmente independente, e polo tanto deberd ser ry — sy = 0,715 — s = 0,---,7, — s, = 0; ou sexa
cada s; coincide ¢ r; correspondente, o que indica que é imposible atopar outros coeficientes distintos dos
r1,72,...,T, para poder obter o vector v como combinacién lineal dos elementos de B, e polo tanto que
eses r1,Ta, ..., T, son unicos (que é o que pretendiamos demostrar).

W, m
<=

Nota.- Nesta segunda parte da demostracién (condicién suficiente), partindo de que se sabe que para
cada v € V, existen rq,79,...,7, € IR tinicos verificando que
V = rvy + rovs + - - - + 1, habera que probar que é certo que B é unha base de V.

Polo tanto agora deberemos probar que B ¢ un sistema de xeneradores de V' e un conxunto de vectores
linealmente independente. Ou sexa, que calquer elemento de V' pode obterse como combinacion lineal dos
elementos de B (o que estd garantizado porque partimos de que cada vector v € V, existen escalares
T1,T2,...,T € IR verificando que v = ryv; 4+ rove + - -+ + 1,v,) € que o Unico modo de obter 6y, como
combinacién lineal dos elementos de B é a trivial (o que estda garantizado posto que, por se V' espacio
vectorial, 0y = Ov; + Ovy + - -+ + Ov,; e pola unicidade dos coeficientes que permiten obter cada vector
como combinacién lineal dos elementos de B ésa é a tinica forma de obtelo).

Exercicio 9 Utilizando directamente o teorema de Steinitz, determinar unha base de IR® que
contena 6s vectores (1,0,—1),(1,0,2).

Solucién: Como (1,0, —1) = 1(1,0,0) + 0(0,1,0) + (—1)(0,0, 1), podemos obter algin dos e;, por exemplo
e; = (1,0,0), como combinacién lineal de {(1,0,—1), ez, €3}, €1 = 1(1,0,—1) + Oeq + les.
Este novo conxunto {(1,0,—1), ez, e3} tamén é base de IR®.

r=>0
En efecto, 7(1,0,—1)+s(0,1,0) +¢(0,0,1) = (0,0,0) < < s=0 , polo que {(1,0,—1),eq,e3} é 1. 1.
—-r+t=0

Ademdis, (z,y,z) = xey + yes + zeg = x[(1,0, —1) + e3] + yea + zez = (1,0, —1) + yes + (z + 2)es,
V (z,y,2) € IR?, polo que {(1,0,—1), e, €3} é tamén sistema de xeneradores (e polo tanto base) de IR3.

De novo, como (
€3 = (07071) = %
1

,0,2) — £(1,0,—1) e polo tanto 6 substituir es por (1,0,2) obter o conxunto
{(1,0,—1), e, (1,0,2)} que é unha nova base de IR3.
r+t=0
En efecto, ese conxunto é 1.i. xa que r(1,0,—1) + s(0,1,0) + ¢(1,0,2) = (0,0,0) < ¢ s=0 &
—r+2t=0

r=s=1t=0; e ademais é s.x. de IR? posto que, V (z,y,2) € IR3,

—_

1
(l‘,y,Z) = xey +yes + zeg = :ﬂ[(l,O, _1) + 63] + yea + Z[_(Lov 2) - 5(1707 _1)] =

w

2 1 1 1 2 1 1
- x[g(lvoa _1) + 5(1707 2)} +yes — 52(1707 _1) + 52(1707 2) - [gx_ §Z](1707 _1) +yex+ g[x—l—z](l,o, 2)

Polo tanto {(1,0,—1),e3,(1,0,2)} é a base de IR? pedida.
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