Matematicas I: Economia (AEEES)

TEMA 2: Aplicaciéns Lineais.

1. Definicidns.

2. Nicleo e imaxe dunha aplicacion lineal.

3. Teorema da dimension.

4. Matriz asociada a unha aplicacion lineal. Matriz de cambio de base.

5. Rango dunha matriz.

Introduccion: Os conceptos bésicos de Alxebra Lineal tefien un caracter formativo
simbdlico e son abundantes e interesantes as suas aplicaciéns na Economia Aplicada,
Economia Financieira, Estatistica, Econometria, Teoria Econdémica, Economia da Em-
presa. . .

En concreto a Alxebra Matricial ensinanos moi ben a abstraernos ¢ mundo dos simbo-
los para seren capaces, por exemplo, de representar cunha soa letra todo un cadro de
datos (matriz), de operar con ela e de obter conclusiéns. A Alxebra Lineal permite,
ademais, cos seus importantes resultados, resolver, por exemplo, sistemas de ecuaciéns
lineais utilizando técnicas matriciais, froito da identificacion das matrices cés aplicaciéns
lineais, que abordaremos neste tema.

A Alxebra, hoxe materia moi extensa na ciencia matematica, tivo a sia orixe mais
formal nun traballo do matemaético do século IX Mohammed ibn Mua Al-Kharizmi, onde
aparece a primeira férmula xeral para a resolucion das ecuaciéns de primeiro e segundo
grado. A orixe de este termo, Al-Chebr, responde moi ben 6 contido real da propia cien-
cia: it Doctrina das operaciéns matematicas consideradas formalmente dende o punto de
vista global, con abstraccion dos valores (nimeros) concretos.

O método alxebraico esta presente en toda a matematica e o seu campo de aplicacions
aumentou notablemente na segunda metade do século XX. Dende hai xa varias décadas
admitese, de modo natural, que a Alxebra Lineal é indispensable nos s6 para estudiantes
de matematicas, senén que é a parte da Alxebra mais 1til na aplicacién do razoamen-
to matematico a outras areas, por exemplo, programacion lineal, andlise de sistemas,
estatistica, . . . A Alxebra Lineal, e sobre todo a Alxebra Matricial, incliese en areas
profesionais tan variadas como a Economia, Administracién de Empresas, Socioloxia, Psi-
coloxia, Bioloxia, Demografia, . .. A Alxebra axuda a simplificar as expresiéns de alguns



problemas e, en consecuencia, a resolvelos mais facilmente e a deducir propiedades cuali-
tativas de caracter xeral. Asi, por exemplo, no campo da Economia, en todo tipo de mo-
delos lineais multivariantes, requirese a solucién de enormes sistemas de ecuacions lineais
[onde o uso da Alxebra Lineal ¢ fundamental, non sé para resolvelos (nivel cuantitati-
vo) senén para deducir propiedades de estabilidade, relaciéns interindustriais . . . (nivel
cualitativo)]. Un exemplo o constituen os modelos (estaticos ou dindmicos) input-output
de Leontief. Outro exemplo o constitien os modelos econométricos, onde a linguaxe das
matrices simplifica considerablemente as expresions, as sias propiedades e solucions.

Dende o punto de vista das aplicaciéns econémicas, como xa observamos no tema an-
terior, o espacio de bens pode considerarse como un conxunto con estructura matematica
de espacio vectorial, e moitos teoremas aparentemente abstractos e de significacion ex-
clusivamente matemadica tenen o seu analogo en Economia Matematica. A relacién exis-
tente, a traverso das aplicaciéns lineais, entre o concepto de espacio vectorial e a teoria
de matrices permite o estudio simplificado de moitos modelos econémicos. Polo tanto, o
conecemento de tal teoria é fundamental en economia.

1. Definicions.

Definicién 1 Sexan E e V' dous espacios vectoriais.
Unha aplicacion f: E — V € unha aplicacién lineal se verifica:

L f(x+y)=f(x)+ f(y),Vxy € E;
2. f(ax) =af(x), Vx € E, Va € IR.

FEquivalentemente, f(ax + 0y) = af(x) + Bf(y), Vx,y € E, Vo, [ € IR.

Proposicion 1 Se f: E — V € unha aplicacion lineal, verificase:

1. f(0p) =0y; za que sex € E, f(0g) = f(0x) = 0f(x) = by.
2. f(—x) = —f(x), Vx € E; za que se f(x)+ f(—x) = f(x —x) = f(Op) = Oy.

Exercicio 1 Estudiar se son lineais ou non as sequintes aplicacions

1. f:IR? — IR3, f(a,b) = (a,0,b).

2. g:IR* — IR?, g(a,b,c) = (2a + 3¢, —b).
8. h:IR? — IR?, h(a,b) = (a —b,1).

4. ki IR" — IR", k(v) =1 v, conr € IR fixo.

5. prIR* — IR3, p(a,b) = (a®,b,b — 2a).



Resolucién: 1) f é unha aplicacién lineal, posto que V (a,b), (¢,d) € IR* e V r, s € IR verificase que:

f(r(a,b) + s(c,d)) = f(ra+ sc,rb+ sd) = (ra+ sc,0,7b+ sd) = r(a,0,b) + s(c,0,d) = rf(a,b) + sf(c,d)

2) g é unha aplicacién lineal, posto que V (a, b, c), (d, e, f) € IR3 e V r, s € IR verificase:
g(r(a,b,c)+s(d,e, f)) = f(ra+ sd,rb+ se,rc+ sf) = (2(ra+ sd) + 3(rc + sf), —(rb+ se)) =
=7r(2a + 3¢, —b) + s(2d + 3f, —e) = rg(a,b,c) + sg(d, e, f)

3) Como h(0,0) = (0,1) # (0,0), h non é unha aplicacién lineal.
4) k é unha aplicacién lineal, posto que V u,v € IR" e V s,t € IR verificase que:
k(scu+t-v)=r-(scut+t-v)=r-(s-u)+r-(t-v)=s-(r-u)+t-(r-v)=s-klu)+t- k)

5) p non é unha aplicacién lineal posto que non verifica que a imaxe do oposto sexa o oposto da

imaxe, xa que, por exemplo p(—1,—-1) = (1,—-1,1) # —p(1,1) = —(1,1,—1) = (—1,—1,1).

2. Nucleo e imaxe dunha aplicacién lineal.

Definicién 2 Sexa f: E — V unha aplicacion lineal.
l.kerf={xe€ E / f(x) =0y} C E denominase nticleo de f.
2.Imf={yeV /IxeE f(x)=y} CV denominase imaxe de f.

Observar que sempre 0p € ker f e Oy € Im f, xa que f(0g) = Oy.

Exercicio 2 Calcular o nicleo e a imaze das aplicacions lineais do exercicio anterior.

Resolucién: 1) ker f = {(a,b) € R?*/f(a,b) = (0,0,0)} = {(0,0)};
Im f = {(2,y,2) € R*/3(a,b) € R?, f(a,b) = (2,y,2)} = {(z,y,2) € R*/y =0},
posto que V(z,0,2) € R?, I(z,z) € R? tal que f(x,2) = (x,0,2). Ou ben directamente,

Im f = ({(1,0), f(0,1)}) = ({(1,0,0), (0,0, 1)}).

2) ker g = {(a,b,c) € R?*/g(a,b,c) = (0,0)} = {(a,b,c) € R*/b=0,3c = —2a} = ({(3,0,-2)});
Img = {(x,y) € R*/3(a,b,c) € IR* g(a,b,c) = (x,9)} = IR?

posto que basta tomar, por exemplo, b = —y, a = %x, ¢ = 0 para que g(a,b,c) = g(%x, —y,0) = (z,9).
Doutro modo,

Img = <{g(17 0, 0)79(07 L, 0)7Q<O, 0, 1)}> = <{<27 0)7 (07 _1>7 (37 0)}> = <{(27 0)7 (07 _1)}> = R



R” se r=20

4) kerk = {u e R"/ k(u)z@Rn}:{ (O} se 740

R se 7#0
{0pn} se 7=0

posto que se r # 0, dado v € IR" basta tomar un u = %V para que k(u) = v.

Imk‘:{VEB"/EIuGZR",k:(u):v}:{

Proposicion 2 Se f: E — V ¢é unha aplicacion lineal, ker f € un subespacio vectorial de
E eIm f é un subespacio vectorial de V. Ademdis:

a) f € inzectiva <= ker f = {0p} <= dimker f = 0.

b) f € sobrexectiva <= Im f =V <= dimIm f = dim V.

Exercicio 3 FEstudiar se son inzectivas, sobrexectivas e/ou bizectivas as aplicacions li-
neais dos exercicios anteriores.

Resolucidn: f é inxectiva, posto que ker f = {(0,0)};

pero non ¢ sobrexectiva (nin bixectiva) posto que Im f # IR3.

g non ¢ inxectiva (nin bixectiva) posto que ker g # {(0,0,0)}; pero si é sobrexectiva, pois Im g = IR?.
k é bixectiva (inxectiva e sobrexectiva) se r # 0, pois neste caso ker k = Ogr» e Imk = R";

pero non é ningunha das tres cousas se r = 0, xa que neste caso ker k = IR" # Ogn e Imk = O # IR™.

Proposicion 3 Se f: E — V € unha aplicacion lineal verificase:

1. Se f é inzectiva e {uy,ug,---,u,} € lineal. indep., enton {f(u1), f(u2), -, f(u,)}
¢ linealmente independente.

2. Se f é sobrexzectiva e {uy, vy, --,u,} € zenerador de E, enton { f(uy), f(uz), -, f(u,)}

é xenerador de V.

3. Se f € bizectiva e {uj,us,---,u,} € base de E, enton {f(uy), f(ug),---, f(u,)}
é base de V.

Demostracién: A demostracién dos apartados 1) e 2) a tendes detallada no apéndice. Vexamos agora
s6 o apartado 3.

3. Como vimos no tema anterior, {f(uy), f(uz), -+, f(u,)} é base de V' se é sistema de xeneradores de
V' e linealmente independente.

Agora ben, por ser f bixectiva é sobrexectiva, e por ser {uj,us,---,u,} base de E é sistema de
xeneradores de E; polo tanto, aplicando o apartado anterior, xa temos que {f(uy), f(u2), -, f(u,)}
é xenerador de V.

Por outra parte, por ser f bixectiva é inxectiva, e por ser {uj,us,---,u,} base de E é linealmente
independente; polo tanto, aplicando o apartado 1) xa se obtén que {f(u;), f(us),---, f(u,)} é linealmente

independente; c6 que remata a proba.



3. Teorema da dimension.

Teorema 1 (da dimensién) Sexan E e V' dous espacios vectorias de dimension finita.

Se f: E — V ¢ unha aplicacion lineal, verificase que dim E = dim ker f + dim Im f.

Corolario 1 Se f: E — V' ¢é unha aplicacion lineal, verificase:

1. f bizectiva = dim E = dim V.
2. dim E < dimV = f non pode ser sobrexectiva.

3. dimE > dimV = f non pode ser inxectiva.

Observacion 1 Os reciprocos non son certos. Para velo basta considerar a aplicacion
lineal f: IR" — IR", f(x) =6, Vx € IR".

Definicién 3 Dous espacios vectoriais E e V' son isomorfos se existe unha aplicacion
lineal f: E — V bizectiva.

Observacion 2 Unha aplicacion lineal bizectiva denominase isomorfismo.

Corolario 2 F e V son isomorfos < dim E = dim V.

A necesidade é inmediata (cor 1.1). Para ver a suficiencia, basta ter en conta que
se dmFE =n=dimV, B = {e],ey,---,e,} é unha base de E' e B’ = {vy,v9,--+,v,}
é unha base de V, a aplicaciéon f: E — V| f(x) = fO__ xie;)) = > xv; €V, é un

isomorfismo.
Corolario 3 Se dim F =n, F ¢é isomorfo a IR".

Para velo basta ter en conta que se dim £ =n e B = {e,es,---,€e,} é unha base de
E, a aplicacién f: E — IR", f(x) = f(O_ | xie;) = (x1, 29, -+, x,), é un isomorfismo.

Proposiciéon 4 Unha aplicacion lineal f: E — V queda determinada (de modo tinico)
conecendo as imazxenes dos elementos dunha base de E.

Demostracién: Sexa B = {ej, ey, -+, e,} unha base de F. Dado que cada x € F,

X = Y i i€, e que f élineal, f(x) = f(3/L, mies) = D1 wif(es).



Corolario 4 Sexa f: E — V unha aplicacion lineal.

Se {e1,e9,...,e,} € unha base de E, Im f = ({f(e1), f(e2),..., f(en)}).

Exercicio 4 Determinar a aplicacion lineal f: IR? — IR* sabendo que:

£(1,0,0) = (3,=1), f(0,—=1,0)=(0,1) e £(0,0,2) = (1,1).

Resolucién: Para determinar f falta saber calcular a imaxe dun elemento arbitrario (z,y,z) € IR>.
Para elo temos as imaxes dos elementos do conxunto {(1,0,0), (0, —1,0), (0,0,2)}, que é unha base de IR?,
e polo tanto calquera elemento de IR* o podemos obter como combinacién lineal deles; asf

(2,9,2) = (1,0,0) + (=4)(0,~1,0) + 5(0,0.2)
e polo tanto, como f ten que ser lineal,
J@,y.2) = (10,04 (=y) (0, =1, 0)+5 £(0,0,2) = (3, ~1) + (=) (0, )+ 5(1,1) = B+ 5, ~w—y+7)

4. Matriz asociada a unha aplicacion lineal.
Matriz de cambio de base.

Definiciéon 4 Sezan f: E — V unha aplicacion lineal, By = {ey,e9,...,e,} unha base
de E (dimE =n) e By = {vy,v9,...,05} unha base de V (dimV =m).

Denominase matriz asociada a f respecto as bases By e By d matriz, m X n,

all ce QA1n
MfBlBQ = : : S mena
am1 oo Qmp
alj
onde a columna : son as coordenadas de f(e;) na base By, para j =1,...,n.
amj

Observacion 3 a) Esta matriz € a tnica matriz que verifica:
f(x)B2 =Mfy, X5, VXEE.
Mediante M f, , obténense as coordenadas de f(x), respecto d base B, conecidas as

coordenadas de x respecto da base Bj.

b) Con M f indicarase a matriz asociada a f respecto s bases candnicas en a&mbolos
dous espacios.



Definicién 5 Denominase aplicaciéon lineal definida por A, A € M,,«,, d aplicacion
lineal f: IR" — IR™ dada por f(x), = A-x
e IR™, respectivamente.

o0 sendo C7 e Csy as bases canonicas de IR"

Observar que a aplicacion lineal f:IR" — IR™ definida por A € M,,«, € a tnica
aplicacion lineal de IR" en IR™ que ten por matriz asociada, M f, respecto as bases
canoénicas, 4 matriz A.

Exercicio 5 a) Determinar M f, para f:IR?> — IR3, f(z,y) = (z,2 +vy,2x —y).

2 1 0 =3
b) Determinar a aplicacion lineal definida por A= | 0 2 —1 0
0 -1 0 1

c¢) Determinar a matriz asociada a id: IR> — IR3, respecto a

B ={(1,-1,1),(0,-1,0),(0,0,1)} e By = {(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}.

1 0 1
Resolucién: a) M f = ( 1 1 ) posto que f(1,0) = (1,1,2) = ( 1 ) e f(0,1) =(0,1,—-1) = ( 1
2 -1 C -1

b) Como A € Mjyy, definird unha aplicacién f: IR* — IR? que verificard

20 +y— 3t
= 2y — 2
—y+t

polo tanto f(z,y,2,t) = 2z +vy —3t,2y — z,—y +1), V (z,y, 2, t) € IR*.

f(xvyazat> =A-.
C

+ N e R

c¢) Para calcular esa M Idg, g, necesitamos as coordenadas na base By dos vectores (1, —1,1), (0,—1,0)
e (0,0, 1), posto que, neste caso, as stias imaxes son eles mesmos.

r+s+t=1 t=20 —
(1,-1,1)=7r(1,1,1) + s(1,0,1) + ¢(1,1,0) & < r+t=—-1 S s=2 =(1,-1,1)p, =
r+s=1 =

a+b+c=0 c=0 —
(0,—-1,0) =a(1,1,1) +b6(1,0,1) +¢(1,1,0) & ¢ a+c=—-1 s b=1 = (0,—-1,0)p, =
at+b=0 =

1

1

0

a+B+86=0 §=—1 1

(0,0,1) = a(1,1,1) + 3(1,0,1) + 6(1,1,0) & { a+6=0 s B=0 =(0,01)5=| 0
a+p=1 a=1

-1 -1 1
Polo tanto Mp, g, = MIdp, B, = ( 2 1 0).



Definicién 6 Sexan B, e By dias bases dun espacio vectorial E. Denominase matriz
de cambio de base de By a By, e dendtase M, , , a matriz asociada d aplicacion
tdentidade, respecto a By no espacio de partida e a By no de chegada.

Noétese que a matriz de cambio de base de B; a By permite calcular as coodenadas
dun vector, v, na base By conecidas as suas coodenadas na base Bj, xa que

Vg, = Z'd(V)BQ - M3132 " Vg,

5. Rango dunha matriz.

Definicién 7 Sexa f: IR" — IR™ a aplicacion lineal definida por A € M,,xn.

Denominase rango de f ou rango de A, e dendtase rg(f) ou rg(A), d dimension
do subespacio imaxe de f.

Observacion 4 Posto que as columnas de A son as coordenadas de
f(1,0,---,0),---, f(0,---,0,1) na base canonica de IR™ e
Imf={{f(1,0,---,0),---, f(0,---,0,1)}), o rango de f, ou de A, indica o
mdzrimo numero de vectores columna de A que son linealmente independentes.

En xeral, o rango de f, ou de A, coincide co nimero mazximo de columnas linealmente
independentes de calquera matriz asociada a f.

Proposicion 5 Sexan f,g: E — V, h:V — W aplicacions lineais; o, 3 € IR; By, Bs,
B3 bases de E, V e W, respectivamente; dim E =n, dimV =p, dimW = m.

Verificase:

a) af +PBg: E—V, (af +89)(x)=af(x)+ [Bg(x), € unha aplicacion lineal.
Ademdis,  M(af + 89) ., =aMf, , +8Mg, ., € Myxn.

b) ho frE— W, (hof)(x)=h(f(x)), ¢éunha aplicacion lineal.

Ademais, a matriz asociada a h o f respecto ds bases By e B é

M<h © f)BlB3 - Mh32133 ) Mf3132 € Myuxn.

Pois, se x € E, (ho f)(x),, = hMf(x))y, = Mhy,, - f(X)5, = Mhy, - Mf, , X, .
c) Se f1 E — V éun isomorfismo, existe f~1:V — E aplicacién lineal tal que

8



flof=idg, fof ' =idy.
Ademais

My = (Mfy,) "

Notese que a matriz Mf, , € My, (dimE = n = dimV = p), asociada a f
respecto ds bases By de E e By de V', € inversible e a sua inversa é¢ a matriz asociada a
f~1 respecto ds bases By e B.

Proposicién 6 a) Sexan f: IR" — IR" unha aplicacion lineal e M [y 5, amatriz asociada
a f respecto as bases By e By de IR".

[ € un isomorfismo < Mf, . € inversible < rg(Mf, , ) =mn & det(Mf, , ) # 0.

b) Se By e By son dias bases dun espacio vectorial V', verificase

MB132 - (MB231 ) B

Exercicio 6 Dadas as aplicacions lineais:

fIR? — IR3, f(1,0) = (1,1,0), £(0,1) = (0,0,1).

VIR — IR (2, y,2) = (1,0 —y + 2,20 + 2).

a) Determina a aplicacion f e, se € posible, Yo f e f o).

b) Calcula as matrices asociadas ds aplicacions f e 1, respecto das bases candnicas.

c) Calcula os subespacios nicleo e imaze de f e de 1 e indica as sias dimensions.
Razoa se son inzectivas, sobrezectivas e/ou bizectivas e obtén o seu rango.

d) Estudia se son inversibles e, en caso afirmativo, determina a sia inversa.

Resolucién: a) Como f: R* — IR? é lineal, V (z,y) € IR?,

f(J:?y) = f(:(,’(l,()) + y(ov 1)) = J}f(l, 0) + yf(O, 1) = '17(17 170) + y<0’07 1) = ("va?y)'

Yo fiIR* — IR’, o f(z,y) =v(f(x,y) =@ zy) = (x,0—x+y2z+y) = (z,y,2z+y).

fo1 mnon se pode definir posto que ¥ (z,y,2) € IR e f estd definida en IR%.

1 0 10
b) Como f(1,0) = (1,1,0) = 1 ] ef(0,1)=1(0,0,1) = 0 |,obtenseque Mf=1| 1 0 |.
C 0 C 1 01



100 1 0
Analogamente, Miyp = [ 1 —1 1 |,pois®(1,0,0) = 1 |,v(0,1,0) = -1 | e ¢(0,0,1) =
2 01 C 2 C 0 C

c)  kerf={(z,y) € R?/f(x,y) = (0,0,0)} = {(0,0)}.
Im f = {(a,b,c) € R*/3(z,y) € R?, f(z,y) = (a,b,¢)} = {(a,b,c) € R*/a = b} = ({(1,1,0),(0,0,1)}).
ker ¢ = {(z,y,2) € R*/d(x,y,2) = (0,0,0)} = {(0,0,0)}.
Im1y = IR3, posto que  dim IR?® = dimker¢ + dimImvy e dim kery = 0.
Polo tanto f é inxectiva (dimker f = (), pero non é sobrexectiva (nin bixectiva) porque Im f # IR3.
1 é bixectiva posto que é inxectiva (dimker ¢ = 0), e sobrexectiva (Imv¢ = IR?).

rango f = dimIm f = 2 e rango ¢ = dim Im vy = 3.

d)  f non é inversible porque non é bixectiva.

¥ ¢é inversible por ser bixectiva, e a sua inversa é

v IR — IRy a,b,c) = (a,c — b —a,c — 2a)

Xa que v a,b,c) = (v,y,2) & U(x,y,2) = (a,b,c) &
r=a r=a
S r—y+z=0 & z=c—2r=c—2a
2r+z=c y=rx+z—b=a+c—2a—b=c—b—a

6. Apéndice: Exercicios resoltos.

1. Calcula o ntcleo e a imaxe da aplicacién lineal f: R* — IR? f(x,y,2) = (x + 2,y).
Solucién:  ker f = {(z,y,2) € R3, f(x,y,2) = (0,0)} = {(z,y,2) e R*, 2 +2 =0,y =0} =
={(z,y,2) e R z=—x,y =0} = {(2,0,—x),z € R} = {z(1,0,-1),z € R} = ({(1,0,—-1)}).

Im f = {(a,b) € R?* 3(x,y,2) € R3, f(x,y,z) = (a,b)} = IR?, pois basta tomar, por exemplo,
(x,y,2) = (a,b,0) para que se verifique que f(z,y,2) = (a,b).

2. Sexa f:IR* — IR3, f(x,y) = (v,2 + y,2x — y). calcula:
a) A matriz asociada a f respecto &s bases canonicas.

b) A matriz asociada a f respecto 4s bases B = {(1,0), (1,1)} de IR*e B’ = {(1,1,0), (0,1,0), (1,0,1)}
de IR3.

10



1 0
Solucion: a) Mfec=1| 1 1
2 —1
l=a+7vy -1
b) £(1,0) = (1,1,2) = a(1,1,0) + 4(0,1,0) + %(1,0,1) = { 1=a+3 = f1L,0)p=| 2
2=7 2
0
f(Ll) = (17271) :2(07170)+(17071) :>f(171)3’ = 2
1

Polo tanto M fgg =

NN
=N O

. Consideramos en IR? a base canénica e a base B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.
a) Calcula a matriz cambio de base de B a C.

b) Calcula a matriz cambio de base de C' a B e as coordenadas de v = (x,y, 2) € IR* na base B.
2 0 2

c) Se f é a aplicacion lineal definida pola matriz A = [ 4 0 2 |, calcula a matriz asociada a f
6 2 0
respecto & base B (B e B).
1 10
Solucién: a) Mpc=[1 0 1
0 1 1
. 1 1 -1 x NEETEE
—1 1 1 z —r+y+=z
1 1 1 -1 2 0 2 1 1 0 -1 2 1
C) MfBB:MCBAMBC:§ 1 -1 1 4 0 2 1 0 1 = 3 2 1
—1 1 1 6 2 0 0 1 1 5 4 1

Cuestions Propostas.

. {Cales das seguintes aplicaciéns son lineais? f: R — R, f(z) = 3z; g: R* — R?,g(z,y, 2) = (22, y + 2);
h:R — R? h(z) = (x,27); k: R? — R3, k(x,y) = (v,2 +y,1).
a) S6 h. b) Todas son lineais. c¢) feh. d) f, hek.

. Sexa f: IR?> — IR? unha aplicacién lineal tal que f(—1,1) = (0,2). ;Cal das seguintes igualdades ¢ FALSA?
a) f(0,0) =(0,0). Db) f(1,-1) =(2,0). «¢) f(=1/2,1/2) = (0,1). d) f(=2,2) = (0,4).

. Sexa f:IR® — IR? unha aplicacién lineal tal que f(1,0,0) = £(0,1,0) = f(0,0,1) = (0, 1), jcal das seguintes
afirmacions é correcta?

a) f(z,y,2) = (0,1),Y(x,y,2) € R®. b) f(z,y,2) = (0,2 +y+ 2),¥(z,y, 2) € R3.
c) dim(ker f) = 1. d) Im f = IR?.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sexa f: R? — IR? unha aplicacién tal que f(0,0) = (1,2, 3). Entén pédese asegurar que:

a) f é constante. b) f non é lineal. c¢) (1,2,3) € ker f. d) ningunha das respostas anteriores é correcta.

Se f:IR? — IR? é unha aplicacién lineal tal que f(1,0,0) = (—1,1) e £(0,1,0) = (0,2), ;pédese calcular
f(1,1,0)?

a) Non, pois seria preciso conecer as imaxes dos vectores da base candnica. b) Si, f(1,1,0) = (—1,3).
¢) Non, pois {(1,0,0), (0,1,0)} non é unha base de IR>. d) Si, pois {(—1,1),(0,2)} é unha base de IR?.

. Sexan f: R® — R* unha aplicacién lineal e S = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}, entén < f(S) > é:

a) un subespacio de IR3. b) un subespacio de R*.
¢) un conxunto de vectores linealmente independente. d) un sistema de xeneradores de IR*.

Se f: IR? — IR* ¢ unha aplicacién lineal, o conxunto {f(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1)} é:

a) un sistema de xeneradores de Im f. b) un subespacio de R*.
¢) un conxunto de vectores linealmente independente. d) un sistema de xeneradores de IR*.

Se f: IR — IR? é a aplicacién lineal definida por f(x,y,2) = (z — y,y — =), entén:
a) (1,1,0) eker f. b) (=2,2,0) eImf. c)kerf=({(1,1)}). d)dimImf=2.

Sexa f: R? — IR? unha aplicacion lineal. ;Cal das seguintes afirmaciéns é FALSA?

a) Im f é un subespacio vectorial de IR?2. b) f pode ser inxectiva.
c¢) f pode ser sobrexectiva. d) Im f pode ter dimensién un.

;Cal dos seguintes espacios é isomorfo a IR3?
a) Max2(R). b) Psfa]. ¢) {(z,9,2) € B*z=0,2 =y} d) ({1,2°,2'}).

Se f:V — V' é unha aplicacién lineal, dimV = n e dim V/ = m. Para que f sexa isomorfismo:

a) é necesario que n = m. b) é suficiente que n = m.
¢) é necesario que n < m. d) é necesario e suficiente que n = m.

Se f:IR? — IR? é unha aplicacién lineal, calquera matriz asociada a f é de orde:
a)3x2. b)2x3. ¢)3x3. d)2x2.

A matriz asociada 4 aplicacién f: R? — R?, f(z,y,2) = (z+vy,y—2), respecto 4 base B = {(1,1,0), (1,0, 1),
(0,1,1)} de IR? e a base canénica de IR? é:

1 0 2 1

2 11 11 0
a1 1. b 1 -1 ]. c)(l _10>. d)<01 _1>.
0 -1 1 0

1 2
Se M fgp = ( 3 4 ) é a matriz asociada a f respecto 4s bases B e B’ de IR? e as coordenadas do vector

v na base B son (1,0) pédese asegurar que:

b) f(v) = (1,3).

a) as coordenadas de f(v) na base B’ son (1, 3).
2). d) ningunha das respostas anteriores é correcta.

1
¢) as coordenadas de f(v) na base B’ son (1,2)

Sexa f:IR? — IR? unha aplicacién lineal dada por f(z,y) = (y,z). A matriz, M fgp, asociada a f respecto
4 base B ={(1,1),(1,—-1)} é:

a)<(1) é) b)((l) _é) c)((l) _(1)> d)(é ?)

12



16.

17.

18.

19.

20.

Se f:V — V é unha aplicacién lineal non bixectiva con matriz asociada A, podemos asegurar que:

a) A non é cadrada. b) A é cadrada e det A # 0.
c) A é cadrada e det A =0. d) ningunha das respostas anteriores é correcta.

Dadas en IR? as bases B = {(0,—1),(2,0)} e a canénica, C, a matriz cambio de base de B a C, Mpc, é:

o) () oG a) o (e )

-1 21
Se A = 1 —1 0 | é a matriz asociada a unha aplicacién f: R3 — IR® respecto s bases canénicas,
0 11
jcal das seguintes afirmacions é FALSA?
a) {(—1,1,0),(2,—1,1),(1,0,1)} é un sistema de xeneradores de Im f. b) rango A = dim(Im f).
c) {(-1,1,0),(2,-1,1),(1,0,1)} é unha base de Im f. d) dim(ker f) = 3 — rango A.

Sexa f:IR? — IR? unha aplicacién lineal con matriz asociada A. Se rango(A) = 2, pédese asegurar que:

a) f é inxectiva pero non sobrexectiva. b) f é sobrexectiva pero non inxectiva.
c¢) f é un isomorfismo. d) f non é inxectiva nin sobrexectiva.

Se f:IR? — IR? é unha aplicacién lineal, pédese asegurar que:

a) f é inxectiva. b) rango f =2. c¢) dimker f > 1. d) f non é sobrexectiva.

Exercicios Propostos.

. Decide cales das seguintes aplicacions son lineais:

a) [1 IR — IR, f(x,y,2) = (v,9,2). b) f:IR* — IR?, f(x,y) = (3,1,1).
c) f1IR? — IR?, f(z,y,2) = 2z + vy, 2z + 3). d) f:R? - IR, f(z,y) = (%, 2 — y, ).
e) f[1IR* — IR3, f(z,y,2) = (v + 2,y + 2,22).

. D4, se é posible, unha aplicacién lineal f: IR? — IR® que tefia por nicleo s6 6s vectores (0,0) e (1,0).

. Dadas as aplicacions lineais:

g:R* — R*, g(x,y,2) = 20+ y,x —y — 2,0+ 2y — 2,3y — 22);
h: IR3 — IR* h(1,0,0) = (1,1,0,1),h(0,1,0) = (1,0,—1,1), (1,1,1) = (1,1,1,2);

¢: R* — IR*,  ¢(1,0,0,0) = (-1,2,1,0), ¢(0,1,0,0) = (0,0,3,2),
$(0,0,1,-1) = (1,2,1,3),  ¢(0,0,0,—1) = (1,1,0,—2).

a) Determina as aplicacions h e ¢.

b) Calcula os subespacios nicleo e imaxe para cada aplicacién e indica as sias dimensiéns. Razoa se
son inxectivas, sobrexectivas e/ou bixectivas.

c¢) Calcula as matrices asociadas as aplicacions respecto das bases candnicas e obtén o seu rango.

13



2 1 0 -3
. Se f:IR" — IR™ é a aplicacién lineal definida por | 0 2 —1 0 |, contesta razoadamente as
0 -1 0 1

seguintes preguntas.
a) Determina m e n. b) (E f sobrexectiva? ;jE inxectiva? ;E bixectiva?

c¢) Calcula a expresién xeral de f.

. Pon un exemplo dunha aplicacién lineal:

a) f: IR* — IR? que verifique que {f(1,0), f(0,1)} sexa lineal. dependente. ;Pode ser f inxectiva?
b) f: IR? — IR* tal que {f(1,0,0), £(0,1,0), f(0,0,1)} sexa lineal. indep. {Pode ser f sobrexectiva?
. Define unha aplicacién lineal:

a) f:IR® — IR? tal que o seu niicleo esté xenerado polos vectores (1,2,1) e (0,1,1).

b) f:IR? — IR* tal que a stia imaxe esté xenerada polos vectores (1,2,0,—4) e (2,0, —1,1).

c) f:IR* — IR? tal que o seu nicleo esté xenerado polos vectores (—1,0,0,1) e (1,3,2,0) e a sia
imaxe esté xenerada polos vectores (1,1,1) e (0,—2,0).

. Sexan By = {(1,-1,1),(-1,1,0),(0,—1,1)} e B, = {(1,—1,0),(1,1,0),(1,1,1)} bases de IR®.

a) Calcula as matrices Mp,c, Mcp, e Mp,p, sendo C' a base candnica de IR>.

b) Sexa v un vector con coordenadas 2,1 e 3 na base B;. Determina as stas coordenadas na base
B, e na base candnica.

c¢) Obtén as coordenadas na base By do vector de coordenadas z,y e z na base candnica.

9 1 0 1 1 0 -1 1
. Sexan A = S, M=11 —1 e N = 1 01 as matrices asociadas as
L 0 1 -1 01

aplicacions lineais f, g e h, respectivamente.

Calcula, se é posible, go f(1,-1,0), fog(—=2,2), h"*(1,1,2), ho f e foh.

. Tres empresas A, B e C (tamén numeradas 1, 2 e 3) comparten este ano o mercado dun certo ben.
A empresa A ten o 20 por cento do mercado, B ten o 60 por cento e C o 20 por cento.

O longo do ano ocorren os seguintes cambeos:

A conserva o 85 por cento dos seus clientes, cede a B 0 5 por cento, e a C o 10 por cento.

B conserva o 55 por cento dos seus clientes, cede a A o 10 por cento, e a C o 35 por cento.

C conserva o 85 por cento dos seus clientes, cede a A o 10 por cento, e a B o 5 por cento.

O vector de cuotas de mercado (vector columna de componentes non negativas e que suman 1)

0,2 0,85 0,10 0,10
és=| 0,6 | ea matriz de transicion T = | 0,05 0,55 0,05
0,2 0,10 0,35 0,85

Noétese que t;; ¢ a fraccién de clientes de j que se fan clientes de ¢ no seguinte perfodo.

Calcula o vector T - s, proba que é tamén un vector de cuotas de mercado e da unha interpretaciéon
del. ;Como se interpretan T - (T -s), T - (T - (T -s)),---7
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9. Apéndice.

Proposicion 7 Se f: E — V € unha aplicacion lineal verificase:

1. Se f é inzectiva e {uy,ug,---,u,} € lineal. indep., enton {f(u1), f(u2),---, f(u,)}
¢ linealmente independente.

2. Se f € sobrezectiva e {uy, vy, - -+, u,} € xenerador de E, enton { f(u1), f(uz), -, f(u,)}
¢ xzenerador de V.

3. Se f ¢é bizectiva e {uj,ug,---,u,} € base de E, enton {f(u1), f(uz),---, f(u,)}
¢ base de V.

Demostracién: 1. Para ver que {f(u), f(uz),-- -, f(u,)} ¢é linealmente independente debemos probar
que o unico xeito de obter o #y, como combinacién lineal deses vectores é a trivial.

Para elo, tomemos 7y, -+, 7, € IR tales que 1 f(uy) + rof (uz) + -+ + rpf(,) = Oy.

Agora ben, como f é lineal, rif(uy) + rof (ug) + -+ + rpof(w,) = f(riug + rus + - -+ + ruy,);

e como f é inxectiva, o Unico vector que ten como imaxe 6y é 0g; riu; + roug + -+ - + ryu, = 0g.

Por 1ltimo, como {uy, uy, -+, u,} é linealmente independente, a tinica combinacién lineal deles que

da o vector nulo é a trivial; polo tanto 1 =ry = -+ =1, = 0. (c.q.d.)

2. Teremos que ver que Vv € V existen ry,---,r, € IR tales que 1 f(uy) +r2f (u2) +- - - +r, f(u,) = v.
Agora ben, por ser f sobrexectiva, dado v € V existe u € E tal que f(u) =v.

Ademédis, como {uy,uy, -, u,} é xenerador de F, para ese u € E existiran rq,---,7, € IR tales que

ru; +roug + - +ryu, = U.

Por 1ltimo, por ser f lineal, temos que
v=f(u)=f(riw +ruy+ - +ru,) = f(ug) +rof(ug) + -+ f(ug). (cq.d.)

3. Como vimos no tema anterior, {f(uy), f(uz),---, f(u,)} é base de V se é sistema de xeneradores de
V' e linealmente independente.

Agora ben, por ser f bixectiva é sobrexectiva, e por ser {uj,ug,---,u,} base de E é sistema de
xeneradores de E; polo tanto, aplicando o apartado anterior, xa temos que {f(w), f(uz),---, f(u,)}
¢ xenerador de V.

Por outra parte, por ser f bixectiva é inxectiva, e por ser {uj,us,---,u,} base de E é linealmente
independente; polo tanto, aplicando o apartado 1) xa se obtén que {f(u;), f(us),-- -, f(u,)} é linealmente
independente; ¢ que remata a proba.
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